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1. 

Discussion de la forme generale des ondes lumineuses. 

(Par Mr. Plückery prof. ord. k Bonn.) 



1. JLfans ce preinier memoire sur la theorie des ondes lumineuses, je me 
propose de traiter^ sous le seul rapport geometrique, la forme la plus generale 
que prend, d'apres Tillustre Fresnely une teile onde dans Tinterieur des crystaux, 
doues de la double refraction. II n'est nullement mon but de m'occuper ici 
du detail des questions d'optique, j'emprunterai seulement son langage. Avant 
d'entrer en matiere je developperai quelques formules d'un usage general et 
qui par suite nous serviront, soit pour trouver Tequation de Tonde, soit pour 
la discuter. 

2. Une sur face etant coupee par un plan donne, diterminer ana- 
lytiquement la courbe d'intersecüon dans son propre plan. — Soit, dans la 
supposition de coordonnees rectangulaires, 

Tequation de la surface proposee; designons par (p^ Tangle que fait le plan 
coupant avec le plan des xy et par a^ Tangle que Tintersection des deux 
plans fait avec Taxe des x. Le plan coupant, passant d'ailleurs par Torigine 
des coordonnees, sera alors completement determine par les deux angles </) 
et er. Nous nous proposerons de trouver Tequation de la courbe d'intersection 
dans le plan m^me de cette courbe, en choisissant, pour axes des coordonnees 
[p et w). deux lignes droites de ce plan, rectangulaires ötre elles et dont 
Tune (faxe des r ) coincide avec Tintersection dans le plan des xy. 

Pour y parvcnir, faisons d'abord tourner, dans leur plan, les axes des 
y et des x jusqu'ä ce que Tun deux se confonde avec Taxe des e, Tautre 
lui etant perpendiculaire. Nous aurons alors, en distinguant les coordonnees 
nouvelles par des accents, 

X = ar'cos et — y'sin a^ y = ar'sin a + y'cos a, ä = ss\ 

Le plan coupant est perpendiculaire au plan des y'i' parcequ'il passe par 
Taxe des x, L'intersection des deux plans sera donc faxe des w^ 
tandis que Taxe de r se confond avec Taxe des x\ De la resultent pour 

Crelle'B Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 1 
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un point quelconque du plan coupant les relations suivantes: 

et en combinant ces equations avec les equations precedenles nous obtenons: 

1. ar = rcosa — ttjsinacosy, y = esina'\-wcosacos(py z =^ wsimp» 
Enfin, pour avoir requation cherchee de Ia cpurbe d'intersection, nous n'avons 
qu'a substituer ces valeurs dans requation de Ia surface proposee. 
Si nous representons le plan coupant par Tequation suivante: 

Ax + By + Cs = 
il est, d'apres les formules connues: 
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n 
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tirons encore 
sin^asin^y = 
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sin^<^ = 
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3. Singularites des surfaces. Tout ce qne je trouve dans les 
Traites sur les points singuliers des surfaces courbes, me parait tres peu 
satisfaisant. Pour ne pas perdre de vue mon but special, je dois obre court 
dans ce qu'on va lire, en reservant pour une autre occasion Texposition 
d'une theorie generale. 

D'abord il ne faut pas confondre deux sortes de singularites; les 
unes se rapportent ä des points, oü Ia surface est touchee par un nombre 
infini de plans et les autres a des plans qui touchent Ia surface en un 
nombre infini de points. Les plans tangents dans un point singulier en- 
veloppent en general un cöne du deuxieme degre, qui se reduit a un seul 
point, si les plans tangents deviennent imaginaires. Alors le point singu- 
lier est un point isole et conjugue a Ia surface. Dans le cas intermediaire, 
ou le cöne se reduit ä une ligne droite, le point singulier constitue en ge- 
neral une pointe de Ia surface. D'un autre cote les points dans lesquels 
une surface est toucbee par im plan singulier, formenl en general une 
section conique. Si cette conique devient imaginaire, le plan tangent est un 
plan isole et conjugue ä Ia surface. Avant de disparaftre, Ia conique se 
reduit a un point, ce qui indique une inflexion de Ia surface en ce point. 

4. Occupons nous d'abord des points singuliers. Pour que Ia surface, 

dont requation est 

1. V=Fix,y,z] = 
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ait un tel point^ il faut que les coordonnees de ce point satisfassent, outre a 
requation proposee^ encore aux trois equations suivantes: 

dx '' dy '^ dz 

Dans ce cas Ibs coefficients de requation du plan tangent se presentent sous 
la forme indeterminee g. 
Soit 

2. Ax + By + Cz + D = 

Tequation d'un plan quelconque, passant par ce point; ce plan coupera la 
surface proposee suivant une courbe qui a un point singulier, coincidant avec 
le point singulier de la surface. En general on peut donner a volonte ä 
ce plan une position teile ^ que ce point devienne, par rapport a la courbe 
d'intersection , ou un point double proprement dit, avec deux tangentes 
reelles, ou un point conjugue. Dans le cas intermediaire le point singulier 
devient un point de rebroussement de ia courbe, et en möme temps le plan 
coupant devient un des plans tangents de la surface en ce point. En elimi- 
nant z entre les equations (1.) et (2.) on obtient pour la projection de la 
courbe d'intersection sur le plan des xy, Tequation suivante: 

et comme on ne fait pas perdre a une courbe son point de rebroussement 
en la projettant d'une nianiere quelconque, il suffit, que le point double 
de la courbe, representee par la derniere equation, soit un point de re- 
broussement, pour que le plan (2.) touche la surface proposee. J'ai fait voir 
dans mon Systeme de Geometrie analytique*) que, dans le cas d^un point de 
rebroussement de la courbe (3.), Ton a Tequation suivante: 

oü il faut rapporter les coefficients diiferentiels partielles ä ce point, dont les 
coordonnees a; et j^ sont les mömes, que les coordonnees analogues du point 
singulier de la surface proposee. En remarquant qu'on a 

dU_d^_dVA ^^^_^ E. 

dx dx dz C^ dy ^ dy dz C^ 



*) System der analytischen Geometrie. 1835. Troisi^me section §. 6. 

1* 
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d'V d'Y .. d^V Ä d'V A' 
i/.r* dj^' '^ dxdz^ vr^ dz'' r' 

d'r d'V ,. d'V H d'V H' 
dy' du* dydz r'^ \i:i* r ' 

d-r d'V d'V H_ d'V A^d'V AB 

djrdft ' ' dauiji dxd^ ' (' dyd:^ " C ' d^* C * 

IViiUAlion v-i/^ r^o Irnnsformorti diuis In suivonte: 

^^ lVw^,<v ^ dx^d.^r^^lVdxdJ^Tix^Ti^*}"^ 

i, JM Y d^y ^«Mi ,^ I ,**r ciM- _ d^y dM-i 
' \\d^d^ dy'iU'r^ ^Idxdydxdi dudz^dx'j'^^ 
I d^y d^y d^y ,n i r d^y .rr ^ ^t .rr-i 

*U%J,r dyd^ dxd^ t V ' Lt*;^4/x d^dy dxdy J5M 

0. 

Si lo» ooj'recioiils A^ H^ C in plan /^/ ^utisfonl a ceUe eqnatioD« le 
plan louchom la surfact^ pr\^po:<^eo. Tous ces plans tan^enls« passant en 
oulft^ |mr W point »in^sulior. envelop^n^nt un iH>oe du seoond de^, qu^on 
|H^tt) dirt^ tMr<» n^piv^^te par riH]ttatiott ,5.\ en y re^rdanl .-I« B. C conne 
xartaKleciL 0'e$t W c\^ne tan^r^^nt a la surface dan$ le point singnlier. 

>^ Snpp\>$on;i^ aiaintenant quo la ^urface soit determinee par ses plaas 

Ar Hg 'C^- n - 
«n dl^ c<e!& plan;!^« i(iii :ii noit;^ piv^ons /> - 1 ne depesd que des tn>b qvaii- 
Ute* I ^ K e< 0. Ce:^ ^uantiies si^ttifieo: les valean? reeipro^«e$« et pri^es 
a\e\* le svjue vvntrairx*. lie^ :r\^»s :^:'^«teöhii ^ae le plan coup^ «r let? :n>b 
*\e* de* vNVWOÄiree;?. \o** pottw*»::^ alor? repre^eöter la $«rfiKnf p«r oae 
ei^itatK^tt ^ l;ji ^>rtite 

i F I. ^^^ » o 

^.^ ettiix> c* e^ttJhVifis^ t ^ "i - ^o ,Mt:eo: 

V "• • "V ^ - ! ' 
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point (2.) touchent la surface proposee; c'est requation de la courbe d'inter- 
section avec le plan des xy du cöne circonscrit a cette surface et ayant le 
point (2.) pour sommet, cette courbe etant determinee par ses tangentes. 
Lorsqu'on prend le point (2.) dans le plan singulier de la surface, il est 
evident qu'en general cette courbe doit avoir une tangente double et coinci- 
dant avec Tintersection du plan singulier et de celui des xy. Selon qu'on 
prend le point a Texterieur ou ä Tinterieur de I9 courbe de contact dans le 
plan singulier, la tangente double touchera, ou deux branches reelles ou deux 
brancbes imaginaires de la courbe (3.) Dans ce dernier cas, c'est une ligne 
droite isolee et conjuguee de cette courbe. Si le point se trouve sur la 
courbe de contact eile m^me, la courbe (3.) aura une inflexion, indiquee par 
Tequation suivante, tout-a-fait analogue a Tequation (4.) du numero precedent: 

/ d'S Y d^S d'S _ ^ 

En la developpant de la mdmc maniere^ nous obtiendrons: 

r/ d'iy V d*W d'Wl 2 , r/ ^rf'W^ V d^W d'W l ^ 

^' l^dAdßJ dA' ' dB' J^ +LWdC/ dA' ' dC J^ 

rfd*W\' d'W d^Wl , ^r d^W d'W d'W d'W l 

'^l^dBdCy dB' * d(fJ^ ^IdAdB'dAdC dBdC dA' J^* 

^y d'W d'W d'W d'W -\ ^\ d'W d'W d'W d'JTX 

IdBdAdBdC dAdC dB' J^* IdCdA dCdB dAdB'dC J^^ 

= 0. 

C'est Tequation d'un cöne dont le sommet est a Torigine des coordonnees. 

Son intersection avec le plan singulier sera la courbe, suivant laquelle la 

surface proposee est touchee par ce plan. 

6. Si , en prennant C = 1 , on determine un plan par les trois con- 

slantes A, B ei D de son equation 

ss + Ax + By + D = 0, 

Ton peut remplacer Tequation (1.) par une equation de la forme 

F{A, B, D)=W' = 0, 

d'oü, en eliminant D, il vient 

F[A,B,{^liAx+By-\-z))] = S' = 0. 

Par un raisonnement tout-ä-fait analogue ä celui du numero precedant, Ton 

obtient entre les coordonnees des points, dans lesquels le plan singulier touche 

la surface, Tequation de condition: 

^dAdBy dA''dB' ~ ' 
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qui se translorme dans la suivante: 

\\dAdB) dÄ' ' dB'J'^l^dAdDJ dA' ' dD' J^ 

r/ d'W' ^' d'W d'fV' l , ^r d'W d'W d'W d^W^l 

'^l^dBdny dB' ' dD' J^ IdAdB'dAdD dBdDdA' J^ 

XdBdAdBdD dAdD~W\^ IdDdÄ'dDdB dAdB' dD' J^^ 

= 0. 
C'est donc requation de la projection sur le plan des xy de la courbe 
de contact dans le plan singulier. 

Pour ce qu'il peut y avoir d'inusite dans les developpements des 
deux derniers numeros je renvoie a la Note sur une theorie generale et 
noucelle des surfaces courbes, qui a ete publiee dans le neuvieme volume de 
ce m^me Journal. 

7. Determination des axes dune ellipse. — Soit, dans la supposition 
de coordonnees rectangulaires, 

uy'^ + 2yxy + ()X^ ■= 1 
requation de Tellipse, alors on obtient, pour determiner les oraleurs reciproques 
de ses demi-axes^ Tequation suivante: 

En me contentant ici^ de transcrire simplement cette equation^ qui trouve sa 
place dans les ouvrages oü Ton traite des sections coniques^ je citerai seule- 
ment mes Developpements *}. 

En designant les valeurs reciproques des deux derai-axes par V, et 
V,,^ nous obtenons par la resolulion de l'equalion (1.) la relalion suivante: 

8. Surfaces polaires reciproques, — L'on a nomme surfaces polaires 
reciproques deux surfaces telles, que les points de Tune sont les poles des 
plans tangents de Tautre, par rapport a une surface quelconque du second 
ordre^ que je nommerai directrice. En prennant comme directrice^, une sphere 
dont le rayon est egal ä Tunite, le plan polaire d'un point donne quelconque, 
dont x\ y' et z' sont les trois coordonnees rectangulaires (Torigine etant le 
centre de la sphere) a pour equation: 

xx + y'y + zz = 1. 



*) Analytische geometrische Entwicklungen. 1828. Vol. I. p. 251. 
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En delerminant la positioii de ce plan, moyenant les trois qaanlites A^ B et 
C, prises dans la signification du numero 4., nous avons: 

x=-—Aj y' = —B^ ;5' = — C; 
d'oü il resulle que l'une quelconques de deux surfaces polaires reciproques 
etant donnee par requation 

Ton oblient^ pour determiner l'autre requation suivante: 

et reciproquenfjent. 

9. Si Ton prend comme directrice un ellipsoide quelconque, que je 
representerai par requation suivante 

2 9 2 

6c ac ab ^ 

le plan polaire d'un point quelconque {x\ y*y z*) a pour equation 

bc^ac^ab ^' 
d'eü Ton obtient, en conservant les denominations precedentes: 

j:' ly' s' 



bc ^ ac ^ ab 

L^une de deux surfaces polaires reciproques etant donnee par Tequation 

fautre sera determinee par Tequation suivante: 

Fi-bcA.-acB.-abC) = 0; 
et reciproquement. 

10. Deux ellipsoldes concentriques sont polaires reciproques par 
rapport a une sphere, ayant le m^me centre, si le produit des demi-axes 
correspondants est egal au cnrre du rayon de la sphere. Les deux ellip- 
soldes, representes par les deux equations suivantes: 

sont polaires reciproques, si le rayon de la sphere directrice est egal ä Tunite. 

11. Si la surface directrice est un ellipsoide quelconque, le pro- 
duit de deux demi-axes correspondants de deux ellipsoldes polaires reci- 
proques est egal au carre du demi-axe correspondant de la surface directrice. 
Ainsi par exemple les deux ellipsoldes: 



k 



8 1. P'lUcker, discussion de ia forme genitale des ondes lumineuses. 

(.a'+b')x' . 2y' , (c'+Qs* _ . 

(g'+c *)^' , (q'+c' )y' (o'+c')»* _ . 
(o'+6')c' "^ 2o'c* "^ (c*+b')a* ~ ' 

sont deax surfaces polaires reciproqaes par rapport ä rellipsoide: 



«• y* . a' 



+ ^+^ = 1. 



ab ac ab 

12. Deux %ne« droites sont polaires redproques, par rapport a une 
directrice quelconque, si Tune d'elle passe par les deux points^ oü les deux 
plans tangents passaiU par Tautre, toucbent Ia surface directrice. Deux 
li^nes droites polaires reciproques par rapport a une sphere, ont des directions 
perpendiculaires entre elles. 

13. L'on a nomme pöles conjugues, par rapport a une surface du 
second ordre ^ deux points tels, que Tun d'eux est le point, oü Ia ligne 
droite. qui passe par le centre de Ia surface et Tautre point, rencontre 
le plan polaire de ce dernier. Par rapport ä une sphere. deux points 
qui sont tellement situes sur un mSme diametre que le produit de leurs 
distances du centre, est egal au carre du rayon, sont deux points conju* 
gues. On obtient Tun, en abaissant du centre une perpendiculaire sur le 
plan polaire de Tautre. 

14. Sections circulaires d'un ellipsoide. — Un ellipsoide, dont les 
trois demi-axes sont a, b et c^ est represente par Tequation suivante: 



X* vV 5* 



1 __l_^. _L_ = 1 

a'^ 6' ^ c' 
En combinant cette equation avec celle d'unc sphere de rayon indetermine: 

a:^ + »^ + a' = ^^ 
Ton peut toujours parvenir a une equation, qui ne contient que les carres 
de deux quelconques des trois variables.. Une teile equation representera 
le Systeme de deux plans (reels ou imaginaires) perpendiculaires a Tun 
des plans des coordonnees, qui, passant par Tintersection de Ia sphere et 
de rellipsoide, vont couper celui-ci suivant deux cercles. Nous ne deter- 
mineront ici que les deux plans reels. En supposant pour cela que c>>6 
et 6>a, nous n'avons qu'ä prendre r = 6 et a retrancher ensuite de Ia 
premiere equation, apres Tavoir multiplie par 6% Tequation de Ia sphere. 

Ainsi on obtient 

c'[b^'-a':x'-a^{c'-b')z' = 0, 



/ 
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equation qui se reduit aux deux equations suivantes: 

2. c^{b'-a')x±a^{c'-b'')s = 0. 

Pour deterniiner les sections circulaires de rellipsoide, dont Tequa- 

tion est 

3. a'x'+b'y'+c'^' = 1, 

111 
Ton n'a qu'ä mettre -r, tf, -y a la place de a^, 6^, c^ dans les resultats 

precedents, ce qai donne pour les plans des sections en question: 

4. j/(6'-a')a:±j/(c'-6^)» = 0. 

On parvient egalement ä requation (2.)? en posant, avant relimi* 
nation, y egal a zdro dans les equations de la sphere et de rellipsoide 
(1.); d'oü Ton conclüt, que les deux plans (2.) sont perpendiculaires au 
plan des xz et \e coupent suivant les deux diametres communs ä Tellipse 
et au cercle dMntersection ; ou bien dans des directions perpendiculaires ä 
ces diametres communs i, si Ton fait tourner d'abord, dans son plan, Tellipse, 
de Sorte que son axe c tombe sur Taxe des x et son axe a sur Taxe des z. 

Dans cette position Tequation de Tellipse devient: 



X s 



— 4-— = 1 

et les quatre tangentes qui lui sont communes avec le cercle en question: 

x' + z'' = b\ 
ont pour equations: 

Elles sont donc paralleles aux plans (4.). 

L'on voit donc que les sections circulaires (2.) et (4.) des deux 
ellipsoldes (1.) et (3.) vont passer toutes les quatre par Taxe des y, etant 
perpendiculaires au plan des xz; que celles de Tellipsoide (1.) coupent ce 
plan suivant deux lignes droites perpendiculaires aux diametres communs 
M'M, et M"Mn (Fig. 1.) tandis que Celles de Tellipsoide (3.) le coupent 
parallelement aux deux tangentes communes T,T,t ou T'T" et TT" 
ou TT'. 

15. Sur face delasücite de Fremel. — En considerant les actions 
moleculaires , Fremel a prouve, que dans le cas le plus general, Telasti- 
cite de Tether suivant les differentes directions dans Tinterieur d'un cryslal, 
est completement determinee par Telasticite, suivant irois directions fixes, 
perpendiculaires entre elles et dependantes de la forme et de la nature du 
crystal. li les nomme (ixes d*ila8ticUe, et ensuite il construit la surftwe 

Grelle's Joamal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 2 
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(filasUciU, en prennant ses rayons vecteurs proportioneis aux carres des 
elasticites suivant ces m^mes rayons. Pour requation de cette surface 
il trouve: 

a'x' + b'y' + c'z' = (x'+y'+^J, 
qai, si Ton appelle r son rayon vecteur^ peut s^ecrire ainsi: 

a'x' + b''y'' + cH'' = r\ 
Dans tout ce qui va suivre nous supposerons 

c'>b\ b'>a\ 
de maniere que felasticite, suivant Taxe des s est un maximum, et un 
minimum suivant Taxe des x. 

Dans les crystaux ä un seul axe deux des trois elasticites a^, 6^, c^ 
sont egales entre elles. II y a ici deux cas a distinguer. Dans les crystaux, 
nommes positifs^ on a: 

et dans les crystaux, nommes negatifs, 

a' = b'<:c\ 
Si les trois elasticites sont egales entre elles toutes les trois, il n^y a pas 
de double refraction. 

16. Rapport de la surface dl^ihsHcite aeec deux ellipsoides. — 
La surface d^elasticite a des rapports intimes avec les deux ellipsoides 
representes par les deux equations suivantes: 

flj' fi* »* 

3. aV+6y+cV = 1. 

L'ellipsoide (2.)^ que je nommerai partout, dans ce qu'on va lire, 
le premier, a pour axes les trois axes de la surface d'elasticite ; les axes 
de Tautre, que je nommerai le second ellipsoide^ en ont les valeurs inverses. 

Par un calcul analytique tres simple M. Magnus*) a deja prouve 
que, 8% du centre Con abaisse des perpendiculaires sur les plans tangenls du 
pr emier ellipsoide, le Heu geometrique des pieds de ces perpendiculaires est 
la surface (felasticite. 

L^on a ce second tbeoreme. Les longueurs de deux rayons eecteurs 
de la surface d*elasticiti et du second ellipsoide, dont la direction cotnr- 



*) Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie des 
Baumes, von L. J. Magnus. Erste Abtheilung. 1837. p. 402. 
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dde dans une mime ligne droUe quelconque, sont tineerse Vune de tautre, de 
Sorte que leur produit est igal ä tunite. 

Pour le proaver, designons les deux rayons vecteurs par r et r' et 
ecrivons les equations de la surface d^elasticite et du second ellipsolde sous 
les formes suivantes: 



o'x' 
r* 


+ 


fc'y* 


• + 


r* 




r\ 


o'x' 


+ 


r? 


• + 


c'a» 
r! 


= 


1 



Comme les deux rayons coincident dans une möme ligne droite, les trois 
menibres de la premiere partie de la premiere equation sont egaux aux trois 
membres correspondants de la seconde, et en egalant les seconds membres 
on obtient: 

rVJ = 1, 

ce qu'il falloit demontrer. Nous pourrons enoncer ce mdme theoreme de la 
maniere suivante. 

Les points de la surface ^elasticite sont les pöles conjuguis des points 
du second eUipso'ide et reciproquement ^ par rapport ä une Sphäre, dont le 
rayon est igal ä tuniti. [13.] 

II suit de ce theoreme, que dans les deux courbes dMntersection 
de la surface d^elasticite et du second ellipsolde la direction des axes se 
confond, mais de sorte que le plus grand de Tune correspond au plus 
peüt de Tautre. Si une des deux courbes est un cercle, Tautre le sera 
Sgalement. 

D'apres le numero 10. les deux ellipsoides (2.) et (3.) sont polai- 
res reciproques par rapport ä la mdme sphere. Ce theoreme lie entre 
eux, les deux theoremes du present numero. Gar, en prennant a volonte 
un point quelconque sur la surface du second ellipsolde, le plan polaire 
de ce point touchera le premier ellipsolde, et pour obtenir du möme point 
le pole conjugue, qui appartient a la surface d'elasticite , Ton n^a qu'ä 
abaisser du centre une perpendiculaire sur le plan polaire. Ainsi s'est 
presentee a nous une demonstration nouvelle du premier theoreme de 
ce numero. 

17. Determination de Fonde lumineuse par Fresnel. — En con* 
duisant un plan quelconque par le centre de la surface d'elasticite , tout 
mouvement vibratoire dans ce plan peut se decomposer en deux vibra- 

2» 
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tions rectilignes, ayant liea suivant les deux axes de la courbe dMnter-* 
section, qui en general est un oval du quatrieme ordre. Le mouvement 
de propagation a lieu perpendiculairement au seus des vibrations, avec une 
yitesse proportionelle au deux demi-axes, ces axes eux mömes etant pro- 
portioneis aux carres des elasticites. [15.] Fremel conclüt de la, ques les 
plans paraUdles au plan coupant et ä une distance de lui egale aux axes de 
la courbe d[*intersection, sont tangenls ä Vonde lumineuse. 

A deux plans tangents paralleles et situes du möme cöte du centre, 
repondent des vibrations dans des plans qui sont perpendiculaires a ces plans 
tangents et en möme temps perpendiculaires entre eux. Les plans de vibra- 
tions sont perpendiculaires aux plans de polarisation. 

18. Determination analytique de Vonde lumineuse par des plans 
tangents. — D'apres le numero 16., la construction de Fresnel peut se 
traduire ainsi: 

Qu'on fasse passer un plan quelconque par le centre du second 
ellipsoide 

3. a'x' + b'y' + c's' = 1, 

et qu^on eleve ä ce plan des perpendiculaires egales aux valeurs inverses 
des deux demi-axes de Tellipse d'intersection , les plans paralleles au plan 
coupant et passant par les exlremites de ces perpendiculaires, sont tangents 
ä Tonde lumineuse. 

Determinons d^abord Tellipse d'intersection. En fixant, comme nous 
Tavons fait dans le premier numero, la position du plan coupant par les deux 
angles a et (p, nous obtenons, en posant dans requation (3.) 

X = « cos a — IT sin a cos ^^ y = esina^-ircosacos^^ s = irsint/^^ 
pour requation de Tellipse dans son plan: 

4. [a^cos^a+6^sin^a]f?'4-2(6' — a')sinacosacosy.f?ir 
+ [0^ sin^ aco8^(p + b'^cos^ acos'^ (p+ c^ sin^ (p]w^ =1. 
En posant ensuite 

a^ cos^ a + 6^ sin^ « = M^ (*^ — 0^) sin a cos a cos q> = y, 
a^sin^acos^cp + biCOS^acos^ip+c^sin^cp = p, 

nous aurons apres des simples reductions trigonometriques: 

!(^ + p) = (a' + b^) cos' y + (o' + c') cos' a sin' y + (6' + c'} sin' a sin' (p, 
if^Q — v^) = a'6'cos'y + a' c' cos' a sin' y + 6' c' sin' a sin' <^, 

et d'apres le numero 7. pour determiner les valeurs inverses des deux 
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demi-axes de Tellipse d'intersection (4.) reqaation saivante: 

jP_[(a^4.62)cos>+(a'+Ocos'asin> + (6'+Osin'asin>]r 
( + c^Vcos^ip + a'c'cos^asin'^) + ft^c^sin'asin^y = 0. 
En faisant attention que 

cos^y + cos^asin^y+sin'asin^y = 1, 
on peut ecrire la möme equation de la maniere suivante: 

7. (r-6')(r~Osin'asin>+(r~c')(r-a')co8'asin> 

+ (r-a')(F'~6')cos> = 0, 
on bien encore, sous la forme 

^ 8in'o8in'<jp cos'asin*^) cos*^) _ ^ 

Lorsqne le plan coupant est donne par son equation: 

Ax + By-^rCz -=^ 0, 
les eqaations (6.) et (7.) se transforment sur le champ dans les soivantes 
(num. 1.}: 

10 A^ B* C Q 

19. Dans ces eqaations V signifie la vitesse de Tonde lumineuse, 
c'est-ä-dire celle de ses plans tangents. U est egal a la perpendiculaire 
abaissee du centre de Tonde sur ses plans tangents, dont la direction est 
donnee par les valeurs de ^^ fi et C. Veut-on que, conformement au 
numero 4., 

Ax-^By-^-Cz + i = 0, 
seit Tequation de ces plans tangents, Ton a d'apres les formules connues: 

L^equation (6.) se change d'abord, en y introduisant A, B et Cy dans 
la saivante: 

et puis en chassant P Ton obtient: 

11. [A'cM'+cVÄHa'6^CT[^HÄ'+CT 
-[(6Hc')^H(cHa')Ä^ + (aH6^)C^ + l = 0. 

20. Par un rayon eecteur quelconque (Tun eUipeoide donni, ton 
ne peut faire passer y en generale quun seul plan^ de sorte, que ce rayon 
f>ecteur coindde (wec tun des deux demi-axes de VeUipse dTintersection. 
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Pour le demontrer, faisons coincider Taxe des x avec le rayon 
vecteur donne et prennons las axes des y et des ^5 ä volonte, mais per- 
pendiculaires entre eux et ä Taxe des x. L'ellipsoide donne est repre- 
sente alors par une equation de la forme: 

Mx'' + Ny^ + Oz' + 2Pzy + 2Qzx+2Rxy = 1. 
Faisons passer par Taxe des x un plan coüpant, cpii fait avec le plan des 
xy un angle qoelconque (p, Nous obtenons alors pour determiner la coarbe 
dMntersection dans son propre plan, en posant dans les formules (1.) du 
premier numero 

a = 0, a: = ©, y = wcoi(p, si = tDsin(p, 
fequation saivante: 

Mf>^-^2{Qsin(p+Rcos(p)f>w + {Ncos^<p + Osin^(p-\-2Ps\n(pcos(p)fv^ = 1- 

Cette equation etant rapportee a des axes de coordonnees rectangulaires , si 
Ton veut quo Taxe des v, qui coincide avec Taxe des x ou le rayon vecteur 
donne, contienne Tun des deux axes de Tellipse d'intersection, 11 faut que le 
second membre de Tequation precedente s'e vanouisse , ce qui donne, pour 
la determination de Tangle arbitraire 9, Tequation suivante: 

tangy = - -Q- 

L^on voit donc qu'il y a toujours un plan, qui satisfait ä la con- 
dition exigee et quMl n'y a qu^un plan coupant unique, pourvu que R et 
Q ne disparaissent en mdme temps de Tequation de Fellipsoide. Dans ce 
cas particulier le rayon donne coincide avec Tun des trois axes de rellipsoide 
et Ton voit de suite, qu'alors tout plan passant par ce rayon a la pro- 
priete exigee. 

21. Construction du plan en quesHon. — Nous observons d'abord 
quMl suffit de choisir les axes des coordonnees de maniere que R disparaisse 
de Tequation de la surface, pour que le plan des xy seit le plan cherche. 
Construisons ensuite le plan tangent a Textremite du rayon vecteur donne, 
dont nous designerons la longueur par x', son equation sera 

M{x-x')+Oz + Ry = 0. 

Veut-on que R disparaisse, il faut prendre le plan de xs perpendiculaire 
a ce plan tangent, d'ou Ton obtient, en faisaut attention que le plan des 
xy est perpendiculaire a celui des xs^ et quMl passe, ainsi que lui, par le 
rayon vecteur, la construction suivante. 
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Constraisez le plan tangent a Textremite da rayon vecteur donne et 
abaissez du centre de rellipsoide une perpendiculaire sur ce plan. Le plan 
a construire sera celui qui, passant par le rayon vecteur, est perpendiculaire 
an plan^ qui conlient a la fois ce rayon et la perpendiculaire. 

22. Vonde lumineuse (Fig. 4j est la sur face polaire ridproque 
de ceUe qtion obüenty en mettant^ dans sa construcHon , le premier eUipsotde 
ä la place du second: par rapport ä une sphäre dont le rayon est igal 
ä Funite. 

Soit M un point quelconque du second ellipsoide, et P le pied de 
la perpendiculaire abaissee du centre sur le plan tangent en ce point. Le 
plan polaire de M, egalement perpendiculaire au plan de la figure, touchera 
le premier ellipsolde en un point m, qui^ etant le pole du plan tangent en 
M, se trouvera sur le prolongement de OP, de niöme que le prolonge- 

ment de OM sera perpendiculaire au plan tangent en m. Enfin Op =- jr^ 

et OP^-j^* D'apres le numero precedent, le plan passant par le rayon 

vecteur OM et perpendiculaire au plan de la figure, coupera le second 
ellipsoide de maniere que, dans Pellipse dMntersection, Tun des demi-axes se 
confond avec le rayon vecteur OM. Egalement, le plan passant par le rayon 
vecteur Om et perpendiculaire au plan de la figure, coupera le premier 
ellipsoide de maniere que, dans Tellipse d'fntersection, Tun des demi-axes se 
confond avec le rayon vecteur Om. 

Si Ton fait tourner les deux plans tangents et les deux perpendi- 
culaires abaissees sur eux du centre, autour de ce point d'une maniere 
quelconque, rien ne se changera dans leurs relations reciproques par rap- 
port ä la sphere directrice; M sera toujours le pole du plan mp, ainsi 
que m continuera d'^tre celui du plan MP. Tel sera donc aussi le cas, 
si, en particulier, on fait faire au Systeme des deux plans le quart d^une 
revolution autour d'un axe perpendiculaire au plan de la figure, de ma- 
niere que les points m, p, M ei P passent respectivement aux positions 
R, V, r et r. Dans la position nouvelle le plan RV sera tangent a la 
surface de Tonde lumineuse; quant au plan re^ il touchera une deuxieme onde 
lumineuse, qu'on obtient en rempla^ant les, deux ellipsoides. Tun par Tau- 
tre, ou ce qui revient au möme, en prennant au lieu des trois elasticites 

i 1 i 
principales a% 6^ c^ leurs valeurs inverses — f? -rr? -t' Si Ton donne au 



16 !• P lücker, disctission de la forme geniale des ondes lumineuses. 

poinl M toutes les posilions possibles snr le second ellipsoide on obtient 
tous les plans tangents a la surface de la premiere onde. Ces plans sont 
lies aux plans tangents a la surface de la deuxieme onde, de maniere que 
les uns contiennent les pöles des autres et reciproquement. D'oü Ton voit 
que les deux ondes sont deux surfaces polaires reciproques, par rapport a 
la sphere concentrique dont ie rayon est egal ä Tunite. C'est ce que nous 
nous somines proposes ä demontrer. 

23. Equation de la surface de Vonde en coordonnees rectangulaires. — 
Reprennons Tequation finale du numero 19., qui donne la determination de 
Tonde au moyen de ses plans tangents: 

-[(6Hc')^H(c'+a')Ä'+(a' + 6')C^j + l = 0. 
Les quantites Ay B, C ayant la signification du numero (4.), nous n'avons 
qu'a mettre a leur place x, y, z, pour obtenir requation de la surface po* 
laire reciproque; ainsi il vient: 

12. (fe'c'a:' + c'aY+a'6'a')(a;Hy'+»') 
^[(b'+c')x' + {c' + a')y'+{a'+b')z'] + i = 0. 

C'est donc Tequation de la deuxieme onde, consignee dans le numero pre- 

cedent, et pour obtenir celle de la premiere, ä laquelle se rapporte ega- 

111 
lement Tequation (11.), il suffira d'ecrire -r, tt? -t ä la place de a^, 6^ 

a c 

c% ce qui donne: 

13. (a'a:' + 6'j(HcV)(a?HyHÄ') 
'-{a'{b' + c^)x''+b\c'+a')y^+c'{a'' + b')z') + a'b'c' = 0. 

24. D'apres le theoreme du numero 22., on obtient les points de 
Tun des deux ondes, en cherchant les pöles des plans tangents ä Tautre. 
Ainsi par exemple, le point R, pole du plan tangent «r a la deuxieme onde, 
est celui oü la premiere est touchee par le plan RV. II suit de cela sur le 
champ la construction due ä Fresnel pour trouver directement les points de 
la surface de Tonde lumineuse: 

Apris aeoir coupe le premier ellipsoide par un plan diametral^ 
menonSy ä partir du centre, deux droites perpendiculaires ä ce plan et 
respecHeement egales au plus grand et au plus petit demi^diamätre de 
teüipse dintersection: le Heu des extremües de ces perpendiculaires sera 
la surface de fonde lumineuse. 
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Le calcul necessaire pour tirer de ce theoreme requation de Tonde est 
dejä presque entierement fait dans le numero 18. En designant la longueur 
des perpendiculaires elevees au centre de la section par r, nous n'avons 

qu^a substitaer dans les equations de ce namero r au lieu de -y et en 

111 
möme temps a', 6% c' au lieu de — v, -r, , —r- Faisant cette Substitution 

dans requation flO.j 

^' -+ ^' + ^' = 



r — a" ' F'— 5' ' V^—C 

nous trouvons: 

a'A' b'B' c'C _ ^ 

Puis, en nommant x, y ei z les coordonnees des extremites de la perpen- 
diculaire r, il vient 

equations, au moyen desquelies la derniere equation se transforme dans la 
suivante : 

Voila Tequation cherchee de Tonde lumineuse. En chassant les denomiiia- 
teurs et divisant par r^ ou {x^ + y'^ + si^)^ nous retombons dans Tequation (13.) 
du numero precedent. 

25. Construction du plan de f>ibration. — Reprenons un mo- 
ment la figure 4. Les vibrations qui ont lieu suivant OM, produisent 
une onde plane (enveloppe de la surface de Tonde lumineuse en question) 
perpendiculaire au plan du papier et se propageant suivant OV. Le point 
R^ oü eile touche cette surface donne le rayon lumineux correspondant. 
De lä resulte le theoreme suivant: 

Le plan de mbration pour un rayon lumineux quelconque est celui, 
qui, passant par ce rayon , est perpendiculaire au plan qui touche la surface 
dans le point ou eile est rencontree par le rayon lumineux. 

En nous rapportant a la figure, Tautre rayon, correspondant a des 
vibrations suivant Taxe perpendiculaire a OM, qui produisent une onde 
plane parallele a celle que nous venons de considerer, se trouvera dans un 
plan perpendiculaire au plan de la figure et le coupant suivant OV. Ce 
meme plan contiendra le point de contact. 

Crelle'B Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 3 
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26. Equation du plan des ffibrations. — Si nous differentions 
l'equation de l'onde 

nous aurons, en posant ponr abreger 

a'x' + b'y^+cH'^^E, x'+y' + z' ==r\ 
les equations suivantes: 

"^^ = 2[E+b'ir'-a'-c')]y, 



d'oä Ton tire 






dV , dV . dV 



dx dy " dz 

= 4Er'-2[a' (6* +c')x' + f- (a' + c») y' + c' (a' + 6') a*]. 

= 2[Er'-(^b^c'] 

= 2 [o' (6* + c') X* + 6' (a' + c') y' + c* (o' + *') a' - 2 a' 6' c']. 
Soient maintenant x', y' et s' les coordonnees d'un point quelconqae 
de la surface de Fonde lumineuse, et E! et r' les valeurs correspondantes 
de E et r; requation du plan tangent ä ce point sera 

= a'(6' + c')a:"4-6'(a' + c')y'Hc'(o' + 6*)»''-2o'6'c': 
equation que, pour abreger, nous ecrirons comme snit: 

Ax'x-\-By'y + Cz'i = D. 
L'equation du plan de Vibration passant par Torigine, sera de la forme: 

A'x + ffy + C's = 0. 
Pour la determiner completemenl, on a les deux equalions de condition: 

A'x' + ffy' + as'^O, ÄAx'+B'By' + CCz' = 0, 
dont Tune exprime que Ic plan en question passe par le point (x', y', z') 
et Tautre, qu'il est perpendiculaire au plan tangent. Si Ton retranche la 
derniere equation de la premiere, apres avoir preablement multiplie celle-ci 
par A, il vient 

(A-B)B'y' + iA-C)aii' = 0; 

donc 

^ _ _ (A - C) z' _ A — C , B — A 

c ~ ~\A-B)^ ~ y' ' y' ' 
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et en substituant A\ A ei x' ä la place de B'^ B et y': 

L'equatioD dn plan de Vibration devient donc la suivante: 

B-C , C-A , A-B 

x' y' ^ ä' ^ 

c'esl-ä-dire en introduisant pour A, B, C leurs valeurs: 

x' if ^ js' 

27. Des considerations du numero 20., on conclut, qu'a une di- 
rection donnee des vibrations il ne repondra, en general, qu'un rayon lumi- 
neux unique: qu1l y aura exception cependant lorsque les vibrations se fönt 
parallelement a Tun des axes des coordonnees. II est evident d'apres le 
numero cite, que les points correspondants de la surface de fonde con* 
stituent trois cercles decrits dans les trois plans des coordonnees par des 
rayons respeclivement egaux aux trois demi-axes du premier ellipsoide, 
perpendiculaires a ces plans. 

En posant successivement ^^ o: et js egal a zero dans requalion de 
la surface de Tonde, on trouvera les trois equations suivantes: 

[b'y'' + cH' -b' c')[x'' + y'' -a') = 0, 

dont chacune represente le Systeme d'un cercle et d'une ellipse. Aux 
rayons lumineux aboutissant aux points de chacun des trois cercles re- 
pondent des vibrations paralleles entre elles et perpendiculaires au plan 
de la figure. On obtient les trois ellipses, situees dans ces memes plans, 
si Ton fait faire ä chacune des ellipses d'intersection du premier ellip- 
solde (plus faiblement tracees dans les figures) un quart de revolution 
dans son plan autour du centre. Pour tous les rayons lumineux qui 
aboutissent aux points de chacune de ces trois ellipses, le plan de vibra- 
tions est le plan de la courbe, de maniere que toutes les vibrations ont lieu 
dans ce mdme plan, perpendiculairement aux dilFerents rayons. 

28. Points singuliers de Vonde. — II suffit d'observer que Tequation 
de Tonde lumineuse (13.) et requation (11.) qui sert a la determiner par ses 
plans tangents, sont d'un m^me degre, superieur au second, pour etre assure, 
que la surface ait un plus grand nombre de points singuliers et en meme 
temps de plans singuliers; avec la restriction cependant que ces points 
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et ces plans singuliers peuvent ötre imaginaires ou situes dans Tinfin 
Occupons nous d'abord des points singuliers. 

SMl existe un point singulier, ses coordonnees doivent satisfaire en 
mäme temps a requation de la surface et aux trois eqnations qai s'en de- 
duisent^ en differentiant snccessivement par rapport aux trois variables. Cela 
donne les quatre equations suivantes: 

Pour satisfaire ä ces equations il suf&t de poser 

16. y = 0, £-a'(r'~6^-c^) = 0, E~c^(r'-a'--6') = 0; 

car en retranchant les deux dernieres des trois equations Tune de Tautre, 

il vient: 

r' = b\ 

et en les retranchant, apres les avoir multipliees respectivement par c^ et a^, 
on obtient 

Ces deux equations nouvelles sont celles du cercle et de Tellipse suivant 
lesquelles la surface est coupee par le plan des x&. Donc quatre points 
d'intersection de ces deux courbes determineront quatre points singuliers, 
qui, dans notre supposition, que la valeur de b^ soit intermediaire entre 
ar et c^, seront tous reels. 

Nous obtenons de cette maniere, dans chacun des trois plans des 
coordonnees, quatre points singuliers de la surface, mais parmi ces 12 points 
singuliers il y en a huit d'imaginaires. 

Pour discuter la nature des quatre points singuliers reels M', M^, 
M** et M.. dont les coordonnees sont 



nous allons differentier de nouveau, en faisant en möme temps attention aux 
trois equations (16.). II viendra 

■ ^y i...» 4a'.'(6'-a') 
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i-^ = £+Ä'(r'-a'-c') = -(6'-a*)(c*-6'), 
1 «''^ _ /l » i _ 4o'c'(c'-fe') 



I 

* dxdy 



= 0, 






= 0, 



^ dydz 

et si Ton subsfitae ces valeurs dans requation (5.) du numero 4., et apres 
avoir divise tons les membres par 



c'-a' 



on trouvera 1 eqaation snivante: 

CLC 

qa^on peat ecrire ainsi: 

18. a'a:"'C^+a'c'F+c^»'"^'-(o'+c^)a:"Ä"^C = 0, 
en distinguant par des accents les coordonnees du point singulier. 

II suit de la que si Ton fait passer un plan quelconque par ce point, 
ce plan touchera la surface de Tonde dans le möme point, anssitöt que les 
trois constantes de son equation 

satisfont a Tequation precedente. Tons ces plans enveloppent une sur- 
face conique du deuxieme degre, qui dans le point singulier est tangente 
a la surface de Tonde. On trouvera sans peine son equation en coor- 
donnees rectangulaires. 

29. Cöne lumineux sortanL — Si Ton eleve des perpendiculaires 
aux plans qui touchent le cöne du numero precedent dans le point sin- 
gulier, ces perpendiculaires constitueront un cöne nouveau de möme ordre. 
II sera celui, que forment les rayons lumineux, qui, en sortant sous une 
incidence perpendiculaire, repondent tous a un seul rayon, et traversent 
Pinterieur du cryslal suivant Tune des deux lignes droites M'M^ et M"M^^^ 
qui d^apres le numero 14., sont perpendiculaires aux deux sections circulaires 
du premier ellipsoide. 

En designant par x, y, et s les coordonnees d'un point quelconque 
d'une teile perpendiculaire, on aura: 

{x-x'):y:{z-z")^A:B:C, 
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d'oü, requation (18.) etant homogene par rapport i A, B, et C^ nous 
obtenons immediatement, en rempla9ant ces quantites respectivement par 

{x-x'), y et (a-Ä"): 
1 9. a' x''' (z - zy + a' c' y' + c' z"' [x - x'J - (a' + c') x" ä" {x - x") {z - a") 

= 0. 
Voilä requation du cöne lumineux en question; eile se simplifiera comme 
suit: 

20. a'x'''z' + a'c'y' + c'z'''x'-{a'+c')x''z''xy + {c'-a')x''z''{x''z-z''x) 

= 0. 

30. Plans des vibrations pour les rayons sortants. — Pour deter- 
minor la direction des vibrations, qui repond aux differents rayons du cöne 
lumineux sortant, nous n'avons, d'apres le numero 21.^ qu'ä abaisser 
du centre des perpendiculaires sur les plans qui toucbent la surface 
dans le point singulier. Les lignes droites qui, dans ces plans tangents, 
joignent les pieds des perpendiculaires au point singulier, indiqueront la 
direction des vibrations correspondantes. Le plan de Vibration contient en 
mdme temps cette ligne droite, le rayon singulier (celui qui aboutit au 
point singulier) et le rayon sortant. 

Cherchons donc la courbe qui est le lieu geometrique des pieds des 
perpendiculaires en question, dont nous designerons les coordonnees par 
X, y et js. Nous obtenons de suite deux surfaces qui contiennent cette 
courbe. C'est d'abord le cöne, qui est forme par ces memes perpendi- 
culaires, et qui n'est autre que le cöne lumineux transporte parallelement 
ä lui möme, de maniere que son centre coincide avec celui de Tonde. 
Son equation est par consequent celle qu'on trouve, si Ton met en (19.) 
^9 y» ^ ^ ^^ place de (x— a?"), y^ (ä— ä"). Donc on obtient immediate- 
ment Tequation suivante: 

a^x''^z'^-a^c'y'' + cH'*'x'-{cir + c^)x''z''xz = 0, 
qui peut aussi s^ecrire comme suit: 

21. a^c\x^+y''+z'')-{x"x + z"z){a^x''x + c\''z)=^0. 
En second lieu la möme courbe doit appartenir a une sphere dont Tun 
des diametres est le rayon vecteur aboutissant au point singulier. Son 
equation sera donc 



(.--)-+,'+(=_4y = (!)■, 



ou, en reduisant: 

22. x'+y'+a' = x"x-\-i"i. 
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Des equatiODS (21.) et (22.) on tire 

(a;"a?+Ä"Ä)(a'a;"x+c'Ä"a--a'O = 0. 
En negligeant le facteur [x'^x+z/'z)^ etranger a la question, requation 

est Celle du plan tangent, qui est perpendiculaire a celui des xa et coupe 
ce plan suivante la tangente dans le point singulier de Tellipse d'intersection 
avec la surface de Tonde dont requation est: 

Le lieu cherche est donc le cercle suivant lequel la sphere est coupee 
par ce plan. Pour Tobtenir on n'a qu'ä abaisser du centre une perpendi- 
culaire OP sur la tangente a fellipse dans le point singulier M^ (Fig. 1., 5.) 
et a construire ensuite un cercle perpendiculaire au plan de Tellipse, ayant 
M'P pour diametre. 

Remarquons encore que le facteur neglige indique qne, pour avoir 
Tautre direction, dans laquelle le cöne (21.), ainsi que le cöne (20.), est 
coupe suivant un cercle, il faut prendre les plans coupants perpendiculaires 
au rayon singulier OM'; ce qui d'ailleurs se voit immediatement, M'P etant 
perpendiculaire a OQ. 

Considerons maintenant un rayon quelconque du cöne lumineux 
rencontrant les deux sections circulaires, qui sont respectivement perpen- 
diculaires a M'Q' et ifT, en N et iV': le plan de Vibration correspondant 
passera par ce rayon et par le rayon singulier OM'T. Son inclinaison 
au plan de la figure aura pour mesure la moitie de Tarc Q*N' de la se- 
conde seclion circulaire. Elle est zero pour le rayon M'Q' et egale a 90^ 
pour le rayon M'T, qui est le prolongement du rayon singulier 0M\ 

Si Ton re^oit Timage sur un ecran EE perpendiculaire au rayon 
singulier, on obtiendra un cercle lumineux Q'N^'N'T, passant par ce 
rayon. II suit de ce qui precede que le plan de Vibration decrit autour 
du rayon singulier OM' un arc de cercle, moitie de celui, que d'ecrit le 
rayon lumineux dans le cercle lumineux, ou, pour me servir des expres- 
sions de Physique: lorsqu^on regarde le cercle lumineux a travers une 
plaque de tourmaline, coupee parallelement a Taxe, il ne disparait qu'un 
seul rayon; tandis qu'en tournant la plaque d'un angle quelconque dans 
son plan, le rayon qui disparait decrira Pangle double autour du centre 
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du cercle lumineux, de onaniere quMl parcourrera toute la peripherie si la 
tourmaline tourne de 180'^ degres seulemeni. *) 

31. Determination analytique des plans singuliers. — CherchoDS ces 
plans parmi ceux qui sont perpendiculaires aux plans des coordonnees. L'on 
a pour determiner les points de la surface de Tonde, dans lesquels eile est 
tonchee par des plans perpendiculaires au plan des xz, les deux equations 

F=0 — =0 
' dy ' 

en conservant la notation du numero 26. La derniere de ces equations 
se decompose dans les deux suivantes: 

y = 0, 
23. (a*+6')a:'+26>H(cH6')Ä'-(a'+06' = 0, 
dont la premiere exprime, ce qui d'ailleurs est evident, que dans les points 
de la surface de Tonde, qui sont situes dans le plan des xz^ les plans 
tangents sont perpendiculaires a ce plan. L'autre represente un ellipsoide; 
d^oü il suit, qu'en combinant convenablement Tequation de la surface de 
Tonde 

24. V = (a'arH6'yHc'Ä')(xHyHa') 

et Tequation suivante: 

on doit obtenir celle d'un cylindre perpendiculaire au plan des xz et 
enveloppe par les plans tangents ä la surface de Tonde dans les points, 
oü il est coup6 (de m^me que Tonde) par Tellipsolde en question. L'e- 
quation de ce cylindre ne devant point contenir y, Ton atteindra ce but, 
en retranchant la derniere equation de Tequation de Toude, apres avoir 
prealablement multiplie celle- ci par 4&^ A Tequation resultante nous 
pouvons donner la forme suivante: 

((6'-a')x' + (c'-6')Ä--(c--a'j67-4(6'-a'}(c^-6^)ar';5^ = 0, 



*) Mr. Cloyd est parvenu le premier k ce r^sultat par exp^rience. II s'^xprinie ainsi : 

... I discovered the remarkable law, ,,tbat the angle between tbe planes of pola- 

rization of any two rays of the cone is half the angle between the planes containing 

the rays themselves on the axis." (On conical refraction, p, 7.) 

Les plans de polarisation sont perpendiculaires k ceux de Vibration (17.) et Taxe dont il 

s'agit est Taxe optique, qui est perpendiculaire k l'une des tangentes communes au cercle 

et k Tellipse d^ntersection dans le plan des xz. L'on voit que ce thöor^me n'est vrai 

qu'approximativement; il est prouv^ comme tel par Tanalyse dans le cas de TArragonite, 

ou Ton a ä peu präs, 6* = ac: condition n^cessaire k remplir. 
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et la decomposer alors dans les deux equations 
Apres avoir ecrit ces equations ainsi: 

OD les decomposera de nouveau et oo obtiendra les quatre equations suivantes: 

]/{b'-d')x±^{c''-b'}z±]/{c'-a')b --= 0. 

Le cylindre en question degenere donc en un Systeme de quatre 
plans perpendiculaires au plan des xz; chaque point de la courbe d'inter- 
section de Tun quelconque de ces plans avec Tellipsoide (23.) etant un 
point oü la surface de Tonde est touchee par ce möme plan, les quatre 
plans seront des plans singuliers de Tonde. II suit des developpements du 
numero (14.j que ces plans singuliers coupent le plan des xz suivant les 
quatre tangentes communes au cercle et ä Tellipse, courbes d'intersection 
de Fonde dans le mäme plan. D'apres le möme numero les quatre plans 
singuliers sont paralleles au sections circulaires du second ellipsoide 

a'x' + b'y' + c'z' = 1. 

La direction de celles-ci dependant uniquement de la diiference des trois 
coefficients de x^, y^ et z^, pris deux a deux^ et ne changeant nuUement si 
le membre constant change, il est evident qu'elle est la memo que celle 
des sections circulaires de Tellipsoide (23.). Donc les courbes de contact 
dans les quatre plans singuliers sont des cercles. Pour les trouver Ton 
n'a qu'ä construire les tangentes communes au cercle et a Tellipse d'inter- 
section, et ä decrire ensuite^ pour chacune d'elles, un cercle FGH 
iFig. 1. et 6.) perpendiculaire au plan de la figure et ayant pour diametre 
le Segment de cette tangente compris entre les deux points de contact 

[H et /). Le carre de ce diametre se trouvera egal a ( ^ ~^^^,- — ~---V 

Un rayon quelconque OG qui vient de Tinterieur du crystai aboutir a un 
point quelconque de la courbe de contact dans Tun des plans singuliers en 
sortira perpendiculairement a ce plan suivant GG'. Tous les rayons sortants 
ainsi constituent un cylindre lumineux circulaire et perpendiculaire au plan 
singulier ou, ce qui est la meme chose, un cylindre dont Taxe est paral- 
lele ä Tun des deux axes optiques du crystai. D'un autre cote, un rayon 
lumineux exterieur, tombant sous Tincidence perpendiculaire sur le crystai, 
constituera dans Tinterieur un cöne lumineux. 

Grelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 4 
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Pour un rayon lumineux quelconque OGG\ le plan de Vibration est 
celui, qui contient en m£me temps ce rayon et Taxe optlque OHH\ cet 
axe etant perpendiculaire au plan singulier (26.). L^angle que fait ce plan 
avec celui des xz a pour mesure la moitie de Tangle IG, de maniere 
que cet angle s'evanouit pour le rayon (refracle cxtraordinairement dans le 
plan des xz) OII\ et qu'il devient egal ä 90 degres pour le rayon (ordi- 
naire) OHH\ II est donc prouve que tangle forme par les plans de ei- 
bration pour deux rayons quelconques est moitie de celui forme par les deux 
plans, contenant les deux rayons et en meme temps Faxe du cylindre. 

Les resultats de ce numero ont ele predits theoriquement par M. 
Hamilton, et verifies ensuite experimentalement par M. Lloyd. 

Je n'ai pas besoin d'ajouter que les quatre plans singuliers et per- 
pendiculaires ä chacun des plans des xy ei zy deviennent imaginaires. 

32. Deuandme maniere de determiner les plans singuliers. Nous 
avons pris beaucoup trop Tbabitude de ne regarder comme equation d'une 
courbe ou d'une surface , que celle qui exprime nne relation entre les 
coordonnees de leurs points. Je ne Irouve nulle part^ qu'on ait regarde 
requatiou 

*^- V^ — a^ + K' — ö' "^ K' — c' ^ 
comme representant la surface de Tonde lumineuse. Neanmoins on peut 
deduire de cette equation toutes les proprietes de la surface d'une maniere 
aussi complete et facile que de requalion suivante entre x, y ei z: 

13. ia'x' + b'y'+c'z'){x'+f + z') 
^(a'[b' + c')x' + b'ia' + c')y'+c'(a' + b'')z'') + a'b'c' = 0. 

On doit s'en etonner d'autant plus, que Tillustre Fresnel n'ait pas reussi 
ä transformer Tune de ces equations dans Tautre et que M. Ämptre y 
soit parvenu Ic premier en 1828 par un enorme calcul d'elimination. Les 
consideralions theoriques me fönt reprendre, dans ce qui va suivre, la dis- 
cussion des singularites de la surface de Tonde. 

Partons de Tequation (10.) sous la forme suivante que nous Ini avons 
donnee dans le numero 19.: 

11. W ^ [b''cA' + c^a^ß' + a'y'C'''][A^ + B' + C''] 

-[(6Hc^)^H(cHa')Ä' + (aH6^)C'J + l = 0. 
A, B ei C ayant la mäme signification que dans le numero 5. S'il existe 
un plan singulier, il faut que les trois constantes A, B, C de son equation 
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Ax + By + Cs = 1 
satisfont, outre a requation proposee, aux trois equations suivantes: 

.^^J^-=.[c\a' + b')A' + 2a'c'B' + a'{b' + c')C'-{a' + c^^^ 

l^ = ib^a' + c')A' + a\b' + c')B' + 2a'b'Cf'-ia' + b')]C^0. 

En posant B = 0^ la deuxieme de ces trois equations est satisfaile. Pour 
que la premiere et la troisieme le soient egalement^ il faut qu^on ait: 

b''{{d' + c')A' + 2a'C')-{ä' + b') = 0. 
Si Ton retranche ces deux equations Tune de Tautre, on obtienl en ne- 
gligeant le facteur commun (c^—a^): 

25. b'iA' + C) = 1, 

et si Ton les retranche, apres avoir prealablement multipliee la premiere equa- 
tion par a^ et la seconde par c% il vient apres la division par 6*(a^ — c^j: 

26. c'A'+a'C = 1. 

Les deux dernieres equations sont donc equivalentes a celles dont elles 
derivent. Elles donnent pour la determination des plans singuliers: 

5 = 0, b'A' = K^, b^C'^~K^ 

L'on demontrera aiscment que ces memes valeurs satisfont a Tequa- 
tion de la surface. En y posant 5 = 0, on obtiendra pour determiner le 
cercle et Tellipse d'intersection, Tequation suivante: 

[b\A' + C')-i]lc'A' + a'C'-\] = 0, 
qui se decomposera dans les deux equations (25.) et (26.). On en conclüt 
encore que les plans singuliers coupent le plan des xz suivant les tan- 
gentes communes au cercle et a Tellipse d'intersection, qui sont representees 
par les equations (25.) et (26.). 

Pour determiner la courbe de contact dans les plans singuliers, 
dont la Position vient d'dtre determinee, il faut diifercntier de nouveau. 
Ainsi on obtient, en rapportant tout au plan singulier: 

4* 
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* d(y c — a ' 

^ dAdB "' 

^ dBdC ~"' 
et si Tod substitue ces valeurs dans requation (5.) du numero 5., ii en 

resultera apres avoir divise par ^ .,^ ,_ ,^ — -: 

= 0. 

C'est requation du cöue, ayant son centre a Torigine, qui par son inter- 
section avec le plan siugulier, doune dans ce plan la courbe de contact. 
Le cöne en question est le cöne lumineux Interieur de la figure 6. 

33. On peut, en suivant une marche tout-a-fait analogue, obtenir 
immediatement requation de la courbe de contact, si Ton remplace requation (11.) 
par requation suivante: 

28. W = {b'c''A'+a'c'B'+a'b')(A'+B'+\) 
-[{b' + c')A' + {c' + a')B'+(ä' + b')]D'+D* = 0, 

ce qui revient ä determiner les plans tangents a la surface de Tonde par 
les trois constantes A, B ei D de leurs equations mises sous la forme: 

z + Ax+By+D = 0. 
L^on aura alors: 

^-^ = [c'{a' + b'')A' + 2a'c'B'-{a' + c')D']B = 0, 
i-^ = [^D'-^{{b'+c')A'+{c' + a')B'+ia' + b'))]R^O, 
ce qui donne pour le plan singulier: 

5 = 0, A'^-^^^, /)^ = 62 4=^. 

' c — b c — o' 

Puis, en differentiant de nouveau et en ayant egard ä ces valeurs, il vient: 
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i -^- = [c' (a' + 6*) ^H 2 a' c' 5* - a* + c' l?"] = - (6' - «') (c* - «*) , 

* dD' ~ -*o . ^,_^, , 

. d'W 



dAdB 



= 0, 



En substituant dans l'equation (6.) du namero 6. et en divisant par 

6*(c*-o')(6'-a'), OD obtient: 

^(6^-0 , jc^^-o^ , 6' + c* •[(6'-a*Xc'-a')] __o 
c — 6 ^ c —b b c —b ' 

equation, qu'on peut mettre sous la forme suivante: 

C'est requatioD de la projection snr le plan des xy de la courbe de con- 
tact. A^ etant le carre de la tangente de Tangle que fait le plan singulier 

avec le plan des xy, le carre du cosinns de ce möme angle sera 



c'--a' ' 



d'oü Ton voit, que la courbe de contaci est un cerde, dont le rayon est 
egal a 

26 
34. Points singuliers. L'equation 

determine un ellipsoide par ses plans tangents; il sera facile d'obtenir du 
m6me ellipsoide Tequation en coordinees rectangulaires. II est evident, 
que pour les plans tangents paralleles au plan des y», B ei C disparaissent 

(5.) tandis que -^ devient egal au demi-axe de rellipsoide, coincidant avec 

Taxe des x. De la mäme maniere s'obtiennent les deux autres demi-axes. 
L'equation precedente donnant, 



^ = 0, C = 0, 



1 2a'c 



«-« 



B* a*+c 



» > 



A-o B-0 * «'(<>• + 
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requatioD cherchee sera la suivante: 

Apres cette disgression je reprends mon objet. Si nous combinons 
alg-ebriquement requation 

13. 'S'c'A'+c'a'B'+a'b'C')iA'-]-B'-^C') 

qui donne Tonde lumitieuse par ses plans tangents avec requation suivante: 

[c\a' + b')A' + 2a'c'B' + a'ib' + c']C'-{a' + c')f = 0, 
requation resultante determinera en general une surface nouvelle. Cette 
surface a la propriete de toucher la surface de Tonde suivant une courbe, 
de maniere que les plans tangents communs aux deux surfaces enveloppent 
rellipsoide (29.). Retranchons de cette dernicre equation Tequation (13.) 
apres Tavoir multipliee par Aac^; Tequation resultante peut ctre mise sous 
la forme: 

(c'(6'-a')^M-a'(c''-6')C^-(c'~a'))'-4a'c^(6^-a')(c'-a')^'C^ = 0, 

et se decomposera dans les deux suivantes: 

c'^(6'~a')^^ + a-(c-*-6^)C^--(c^-a')±2ac)X(6'-'-a')(c'---a')).4C = 0. 
Ces deux equations peuvent s'ecrire ainsi: 

et se decomposer de nouveaux de la maniere suivante: 

c^{b'-a')A±a}^ic'-b^)C±f,c'-a') = 0. 
Tous les plans , dont les constantes i4 et C satisfonl a Tune de ces 
quatre equations, passent par un des quatre points, dont les coordon- 
nees sont 

Ces quatre points remplacent donc la surface en question. II suit de la que 
ce sont des points singuliers de la surface de Tonde, et que les quatre 
cönes circonscrits a Tellipse (29.) et ayant leurs centres en ce points, sont 
ceux qui y touchent Tonde suivant chacune de leurs aretes. 

35. Considerations geometriques, On peut parvenir par des raison- 
nements purement geomelriques et trcs simples ä la dcterminalion complete 
des deux sortes des singularites de la surface de Tonde lumineuse. 

A un point quelconque m du premier ellipsolde correspond toujours 
un seul point p de la surface d'elasticite (Fig. 4.), de sorte que ce dcrnier 
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point p est le pied de la perpendiculaire, abaisse du centre sur le plan 
langen! a Tellipsoide dans le premier point m. Le plan diametral, passant 
par les deux points m et p, est, d'apres le numero 25., le plan de Vi- 
bration; lorsqu'on mene, dans ce plan, deux lignes droiles OM et OV, 
respectivement perpendiculaires et egales a Om et Op^ le rayon lumineux, 
correspondant a des vibrations, qui ont lieu suivant Op, sera OM, tandis 
que le front de I'onde est perpendiculaire ä OV en V, 

II repondra pareillement ä une section diametrale de la surface d'e- 
lasticite, et r^ice versa. Nous nous bornerons ici a considerer plus parti- 
culierement les deux sections circulaires de Tune et de Tautre des deux 
surfaces. II est aise de voir que ces quatre sections appartiennent a une 
memo sphere, ayant pour rayon le demi-axe moyen de Tellipsoide. Ceci 
a ele prouve^ quant aux deux sections circulaires de celui-ci, dans le nu- 
mero 14. Le rayon des sections circulaires du second ellipsoide sera donc 

egal a j- et celui des sections correspondantes de la surface d'elasticite, 

pareillemens circulaires, egal a 6, valeur inverse de -r-; ce qu'il falloit 

demontrer. 

Occupons nous d'abord des deux sections circulaires de la surface 
d'elasticite. Le cylindre droit qui a pour base Tune quelconquc H^^Bir de 
ces deux sections enveloppera le premier ellipsoide; la courbe de contact 
Fi)Br\ necessaireraent plane, sera la section correspondante de celui -ci, 
de Sorte que chaque ar^te du cylindre coupera les deux sections de la 
surface d'elasticite et de Tellipsolide en deux points correspondants. Tels 
sont, dans la Ogure, les points h et g. La section de Tellipsoide est une 
ellipse, dont le petit axe, egal i\ b, se confond, dans Taxe des y, avec un 
diametre de la section circulaire. Le plan de Vibration passe toujours par 
le centre et deux points correspondants, tels que A et ^^ de sorte qu'il 
est perpendiculaire ä la section circulaire H^BW, Faisons tourner dans ce 
plan, autour du centre 0, le triangle kVg, jusqu'ä ce que OH devienne 
perpendiculaire ä Oh. HG sera alors perpendiculaire a hg et parallele a Oh, 
Quels que soient donc les deux points correspondants h et g, dans la po- 
sition nou volle, le point H sera un meme point fixe, tandis que le point G 
se trouvera toujours dans un meme plan, parallele a la section circulaire et 
distant d'elle d'une quantite OH = OB = 6. Pour determiner dans ce plan 
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le lieu geometrique des differentes positions du poiut G, nous observerons 
qu'on a 

hg = Äij/oCOsfi'oOÄ, 
ou bien, en substituant: 

HG = H I cos G HI. 
De la OD conclüt, que Tangle HGI est un angle droit. Donc le lieu cherche 
est un cercle, perpendiculaire au plan des xz et ayant HI pour Tun de 
ses diametres. Les rayons lumineux, qui repondent aux differents points 
de la section hBF forment ainsi un cöne lumineux du second ordre. Le 
front de Tonde est la m6me pour tous les rayons. Tous leurs plans de 
Vibration passent par le point H, 

36. Considerons en second lieu les deux sections circulaires du pre- 
mier ellipsoide. Suivant Tune quelconque Mi^BM^ (Fig. 8.) de ces deux 
sections, fellipsoide est touchee par un cylindre circonscrit du second ordre. 
Si Ton abaisse du centre des perpendiculaires sur les plans tangents ä ce 
cylindre, les pieds de ces perpendiculaires constitueront la courbe correspon- 
dante de la surface d'elasticite. Pour la determiner, conduisons par le centre 
un plan diametral et perpendiculaire aux ardtes du cylindre circonscrit. 
Ce plan coupera le cylindre suivant une ellipse, dont le grande axe, egal 
ä b, se confondra avec Taxe des y. II contiendra la courbe cherchee, que 
Ton constuira, en abaissant du centre des perpendiculaires sur les tangentes 
a Tellipse d'intersection. Seit tn un point de la section circulaire de 
Tellipsoide, Tarnte du cylindre, passant par m, coupera Tellipse en n, oü 
celle-ci est touchee par la droite nv. Oe, perpendiculaire a ne, sera 
egalement perpendiculaire au plan mnfo, qui touche ellipsoide en m. e sera 
donc le point de la surface d'elasticite correspondant au point m. Faisons 
faire au triangle vOm un quart de revolution autour du centre dans 
son propre plan, qui est celui de Vibration. Quels que soient les deux 
points correspondants m et r dans la position nouvelle , M' sera un 
meme point fixe; Ovm etant un angle droit, M^V deviendra parallele 
a Or^ de sorte que le point V doit rester conslamment dans un plan pas- 
sant par M' et parallele a la section ovale de la surface d'elasticite. L'angle 
OVM* etant pareillement un angle droit, V doit se trouver sur la surface 
d'une sphere, decrite sur OM' comme diametre. De la on conclüt que le 
lieu geometrique des points V est un cercle, perpendiculaire au plan des xz 
et ayant MP pour Tun de ses diametres. 
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A tons les differents points de la section circulaire de Tellipsoide ne 
repond donc qu^un rayon lomineux oniqae, tandis que le front de Tonde, 
dipendant des points de la section correspondante de la surface d'elasticite, 
yarie d'nn point a Tautre. II enveloppe, dans ses differentes positions, on 
cöne du second degre, dont les plans tangents touchent le cercle M'VP 
et sont respectivement perpendiculaires aux rayons vecteurs aboutissant 
aux points de ce cercle. Les plans de vibrations passent tous par le 
rayon lumineux 0M\ 

37. Vitesse des ondes planes dans tinteriew du crystaL Nous 
avons designe precedemment par V, et V„ les perpendiculaires abaissees 
du centre sur les fronts des ondes planes , qui enveloppent la surface 
de Tonde, qui a partir d'un point quelconque de Tinterieur du crystal, 
pris pour centre, se propage dans tous les sens. Deux valeurs correspon- 
dantes de V, et V,,^ se rapportent aux deux ondes planes, qui s'accom- 
pagnent toujours Tune Tautre en suivant une mSme direction. Developpons 
requation (2.) du numero 7. 

au moyen des deux equations (5.) du numero 18., que nous ecrirons, en 
egard aux dernieres equations du numero 2. de la maniere suivanle: 

C^p-v') = jrfBTfb '• 

il en resultera apres les reductions faciles: 

(V^-in\^ - [(b'-a')C+(c'-a')B' + (c» - &')i<'J' - 4(6« - o'Xc'- o')^'C 
Kr, r„) - (A* + B* -\- CT)* ' 

Nommons ^, rj, & les trois angles, que fait la perpendiculaire aux fronts 
paralleles des deux ondes planes avec les trois axes des x, y et z; nous 
anrons : 

cos'g = ^.^gi^c- ' ««»''? = IF+F+C^' cos^ = ^■+?4-C • 
En introduisant ces valeurs dans requation precedente, il vient 

[(6' - a') cos' ^ + (c* - a*) cos' 1? + (c' - 6') cos' g' - 4 (6' - a») ( c' - a') cos» ^cos* ^, 
et si Ton decompose son second membre en deux factenrs, 

{Vf-n) = [||/(6'-a')cosd+y(c'-6')cos?|'+(c'-a')co8'»j] 

X[t|^(6*-a')cosd-y(c'-6')cosCr+(c'-a')co8'j;]. 

OroUe'i Joarnal d. M. Bd. XIX. Hit. 1. 5 
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DesignoDS par a, et a,, (Fig. 1.) les angles qoe fönt les deux tan- 
gentes TfT' et T,T„ communes au cercle et ä Tellipse d'intersection dans 
le plan des xz, avec Taxe des x et par p et j^n les angles formes par 
les mömes tangentes avec Taxe des 9, de sorte qu'on ait: 

cos a,, = cos a, = + y{^rzr^) ^ "~ ^^^7" = ^^^7' = + y( ^»Za« ) ' 
Alors Tequation precedente peut s'ecrire ainsi: 

{vi-nf = 

(c'—a'f [(cos y, cosi^+ cos«, cos^f + cos'i?][(cosy„ cosi^+ cos«,, cos^)*+ cos'i?]. 

Mais, suivant la formule connue, qui donne Tangle des deux droites mo- 

yennant les Irois angles que chacune d'elles fait avec les trois axes des 

coordonnees, on a 

cosy, cosi9^ + cosa, cos^ = cos«, cosy„cosd+cosa^/COS^= cos«'; 

en nommant e et e' les angles que fait la perpendiculaire au front de 

Tonde avec la direction des tangentes TT' et TT,. Nommons enfin y/ 

et tp' les angles que fait la mäme perpendiculaire avec les deux axes op- 

tiques; ces axes etant respectivement perpendiculaires aux deux tangentes 

et en möme temps a Taxe des y, Ton a 

cos' 1? + cos' € + cos^ y; = 1, cos^?j + cos'«' + cos'v^' = 1, 
d'oü 

cos' 1/ + cos' c' = sin'v^, cos'i^ + cos'e' = sin'y;'. 

Apres avoir fait les substitutions ainsi indiquees et extrait la racine carree, 

Ton obtient finalement Tequation qui suit: 

2. V?-n = (c'-a')sinv/sinv'. 

On voit que les deux vitesses ne sont jamais egales, excepte le cas, 
oü Tun des deux angles ip et y^' disparait. Le front des deux ondes qui 
suivent la mäme direction est alors perpendiculaire ä Tun des deux axes 
optiques HH' et HnH". 

Si le front des deux ondes est perpendiculaire au plans des xs, 
Tune des deux vitesses est constanle et egale ä 6. Veut-on que ce seit 
Vn et ne fait-on crottre les angles tp et ip' que jusqu^a ti, il vient 

3. F;? = 6' + (c'-a')siiiv/sinv^, 

oü il faut prendre le signe +? si la perpendiculaire abaissee du centre sur 
le front de Tonde tombe entre OH et 0H„ ou leurs prolongements , tandis 
quMl faut prendre le signe -— , si eile tombe entre OH ei OH" ou entre 
leurs prolongements. Dans le premier cas Tonde extraordinaire devance 
Tonde ordinaire, dans le dernier cas le contraire a lie«. 



V 
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Si le front des deux ondes est perpendiculaire a Tun des deux 

plans, qai bissectent les angles des deux axes optiques, c'est-a-dire s'il est 

perpetidicalaiire au plan des xy et des ysSy Vnne des deux vitesses est 

encore constanle. Considerons Tonde perpendiculaire au plan des (ty et 

posons en consequence dans requation (1.) 

eosi^»0, eo8^p + cos^iy = l, 
il viendra 

K?-F,^ = ± [c'-{a' cos' Tj + b'cos'^)], 

oü il faut prendre le signe — , si Ton veut que V,, soit constante. II 

en resulte. 

V^.==c\ V?:=-d'cos'r] + b'oos% 

de Sorte qu'on obtient independamment Tune de Tautre la vitesse de Tonde 

ordinaire et celle de Tonde extraordioaire. L'onde ordinair^ devance toci- 

jours Tonde extraordinaire. La constructioo de la vitesse de Tonde extra- 

ordinaire est liee par la dernjere equation k la prgpriete soivante de 

Tellipse (celle d'intersection dans le plan des xy) ,,qae si Ton projelle 

les deux demi-axes sur Tune quelconquc de ses tangentes, la somme 

des carres des projections est egale au carre de la perpendiculaire, abaissee 

du centre snr la m6me tangente.^^ 

Pendant que, perpendiculairement au plan des xy, Tonde ordinaire 

devanee constamment Textraordinaire, au contraire, les ondes etant per^ 

pendiculaires an plan des yz, c'est Tonde extraordinaire qui devanee 

Tordinaire. 

38. Suivant Tiquation (1.) du nomero 7. w a 

= (a' + 6')cos'd+(a'+c')cos''i?+(6^ + c')cos'^. 
En faisant attention que 

cos'i^+cos^^+cos^? = 1, 
cetle equation peut s'ecrire ainsi: 

F?+K^ = (a'+c^J + (6'-a^)cos'&-(c^~6^)cos'd 

« (a^+o^)+(c^-«^)(-^i£jco8^^--|^ 

Si Ton nomme a' et a" les deux angles que fönt les deux axes optiques 
OB'' et OH' avec Taxe des x et / et y" led angles que fönt les mdmes 
äxes avec Taxe des ss, Ton a 

cosa" = cosa' = +y(-^i^J^), -cosy" = cos/ ^ +y( J«Z^f )> 

5» 
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II 8ttit delÄ 

VJ+V?. = 
(«' + c^) + (c' — Ä^) [cos «' cos C+ cos/ cos ^] [cosa" cos C+ cosy" cos *] 
et eiitii 

4. K?+K^ = (a'+c^)+(c^ -~a')co8i^co8^'. 

Si saccessivement l'on ^jouto i cette ^oaUca et en retranche fegoa- 
tion (20 do iminiro pr^cident, on obtient: 

\n, F,? = t [(«' + c') + (c'--a') (cos y cos v;' + sin y; sin y/')] 
et par des timnsformations trigonometriques faciles^ 

5- VJ+V?. = i[(«'+0 + (c'-a')cos(yf+y^'}] 

Cette t^nelioii donae si^paremeiil la vitesse de dtaeane des deiix mides; 
aon diseussioii n'oftre aacane diüeiilt^. 

39. Füeiae de$ f>ayoM kmmmemx dem» fmUriemr 4m crfsfol. — Ea 
laeltaat daas les dtiv^loppemems des deiix aaaiieros precedoits a la place de 

m^y 6% c^ lears valears inverses -r ^ -rr ^ -r ^ H ^vt sabslitaer a la directkm 

a a c 

de la p^*peadi<»laire abatssee da ceiitre s«r le front de Toade celle im 
rayoa laaiiaeaxi» a la vUesse de ToMle Taaite divisee par la vilesse da 
rayo« et edhi aar deax axes ^plifMS les deax ligaes dimtes M,lt et 
M,fM'\ diaaielres coaMaaas aa eerde et a Tellipae dlalarsectioa daas le 
plaa des xa. Aaisi oa obtieat^ si. Toa aoaiaie P, et P,, les yitesses des 
deax rayoas^ fai de ceafoadMt daas aae aitae daeiJtiaa , ^ f) et ^' les 
deax aagles qae fm\ ceUe direcäoa avec les deax lifaes dnnles M,W 

ei Ml ' I nm 

Ce tlieoreiae est dt a Mr. BM, Je le troave eaimoe saas demoa- 
dtraUoa daas le Trmte 4e Im kmmire de Hr. HenAd No. 1Ü1S, ainsi qae 
daas les PkäMOpkicmi TVtMSb. de Mr. jltry, 2^' ed. p. 3S2. 

Daas ^cduMsaa des {daas des cocH^deonees la Tttesae de Tini des 
rayeas est ccmslaale et ^ale a la vilesse de Toade corre^pondante^ c'esft 
ce ^ CMistilae Toade ordiaaire. La vitesse de Taalre rayoa est delo^ 
mia^ par les rayoas vecleors de Fellqise dlntersectum daas ce aidaie 
plan. L'on a «asi^ par exemple poor les rayans lomineax renfermes dans 
le plan des axes <^tiqaes: 
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OQ bien encore: 

:« r 



Pf, a' ' 6* 

Remarquons enfin qa'il peut arriver qae la vitesse du rayon extraor- 
dinaire sarpasse celle du rayon ordinaire qui suit la möme route, tandis que 
Tonde extraordinaire correspondante marche plus lentement que Tonde or- 
dinaire. C'est ce qui a Heu pour les rayons situes entre 0/ et 0M'\ D^un 
autre cötö il peut arriver que des deux ondes, qui suivent la möme route, 
Pordinaire surpasse en vitesse Textraordinaire, tandis que le rayon ordinaire 
correspondant retarde sur le rayon extraordinaire. C^est ce qui a Heu, si 
perpendiculaire abaissee du centre sur les deux ondes paralleles est situee la 
entre 0^ et OH". 

40. Les formules obtenues dans le numero 38., se transfomient 
par les mömes substitutions dans les suivantes: 

Ce dernier resnitat appartient a Tilluslre Fremei (Bioty Pricis eUmentaire 
de phffsique. Troisieme ed. vol. II. p. 259.). 

41. Le front d*une onde etant donne: ditermmer les phms de ri- 
bratum au moyen des deux axes optiques. — Seit Tovale de la figure 9. 
une section diametrale quelconque de la surface d'elasticite , YV son dia- 
metre maoAmumy VT son diametre minifmim. Les deux plans de Vi- 
bration seront alors ceux qui, etant perpendiculaires au plan de la figure, 
le coupent suivant F F et V V. Les deux sections circulaires de la sur- 
face coupent Tovale suivant deux diametres KK et K'K' qui^ etant tous 
les deux egaox a 26^ feront n^cessairement des angles egaux av6c chacune 
des denx lignes droites FK et V'V. Les axes optiques sont perpendiculaires 
a ces sections circulaires, Tinclinaison de Celles -ci sur le plan de Tovale 
etant dependante de la position de ce plan. Si Ton construit deux plans 
respectivement perpendiculaires aux diametres KK et K'K', chacun de 
ces plans passera par la normale au plan de la figure et en outre par un 
des deax axes optiques. Ils couperont Tovale, ä laquelle ils sont perpendi- 
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culaire soivant les deux lignes droites UU et U'U', qiu foot des angles 
egaux avec chacun des deux diametres VV ei V'V*. 

Le front dune onde etant donme, les deux plams de eibration cor- 
respondants divisent en deux parties egales les angles que formenl les 
deux plamsy dont cftocam contienty autre la normale au front, un des 
deux axes optiques. 

Cet elegant theoreme est d& a la sagacite de Hr. Biot; on en troave 
ane demonstration a Tendroit cite de TonTrage de Hr. Aini. 

42. Un ragon lummeux etant donne, determmer les plams de Vi- 
bration au mögen des deux normales aux sections drculaires du premier 
eüipsoide. — Dans on namero precedent noas avons fait Toir, qae le plan 
de Vibration passe en möme iemps et par le rayon Inmineox et par la 
perpendiculaire abaissee da centre sar le front de Tonde, est qn'en second 
lien, il coope les deox sections correspondantes de la sorface d^eiasticite 
et dn premier ellipsoide, chacone soivant Ton de leors diametres maxunum- 
mimmium, en etant perpendicolaire a tootes les deox. L^on obtient donc, 
en rempla^ant dans les consideralions do nomero precedent la section 
diametrale de la sorface d^elasticite par one seclion diametrale do premier 
ellipsoide, cet aotre theoreme: 

Un ragon lummeux etant donne, les deux plan de Vibration cor- 
respondants dieisent en deux parties egales les angles formes par les deux 
planSy dont chacun contient, outre le ragon, une des deux normales aux 
sections drculaires dhi premier ellipsoide. 

Conrormement ao nomero precedent, les plaiis de Vibration des 
deox rayoDs, dans lesqoels se divise on rayon exlerieor, en entrant soos 
Tincidence perpendicolaire dans le crystal, se coupent a angles droits. 
D'apres le present nomero la mdme chose a lieo, qoani anx deox rayons^ 
dans lesqoels se divise on rayon interieor, en sortant do crystal. 

43. Double refracUon suivant le princ^ de Huggens. — Lors- 
qo^one oode lomineose, se propageant dans Tair, vieot frapper la sorface 
d^on crystal, eile excitera dans toos les points, oo son front la rencontre 
des ondes partielles, tant a Texterieor do crystai dans Tair, qoe dans son 
interieor. Les ooes, de forme spberiqoe, seront enveloppees, dans on 
memo instant qoelconqoe, par on plan; c'esk le front correspondant de 
Tonde reflechie. Les aotres prennent de formes dependantes de la position 
des trois axes d'elasticite dans le crystal et de la grandeor des elasticiles 
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suivant ces axes. Dans nn instant quelconque les snrfaces de ces ondes 
seront enveloppees par deox plans differents, qui constituent les fronts 
correspondants des deux ondes refractees. II suit de ce principe, orig^- 
nairement du a Huggens que, dans nn mönie instant quelconqne, le front 
de l'onde ineidente et cenx des ondes reflecbies et refractees, vont couper 
la surface da crystal, que nons snpposons plane, saivant une möme ligne droite. 

Seit AA (Flg. 10.) la snrface du crystal, FO le front de Tonde 
ineidente, tous les deux perpendiculaires an plan du papier, de Sorte que 
ce plan seit celui dlncidence ponr le rayon Inmineux RO, perpendicnlaire 
an front de l'onde en O. Designons par ii—r rintervalle de temps, 
qn'emploie le front de Tonde ponr passer de FO a la po$ition nonvelle 
F'0\ Apres cet intervalle, a T^poque r^, les ondes partielles excitees 
dans Fair autour de chaqae point de la ligne droite, perpendicnlaire an 
plan da papier en O, seront des spberes dont le rayon est egal a OG, 
c'est-a-dire ^gal a T|— t^ si nons prenons ponr anite de longuenr la 
vitesse avec laquelle la propagation a lieu dans Tair. Pendant ce möme 
intervalle ane onde Inminense s'est formte dans Tinteriear da crystal 
autonr de chaqae point de la perpendicalaire en 0, ayant poar vitesses 
suivant les trois axes d'elasticite: ö(ti — t), 6(t,— r), c(ri--r). Les.di- 
mensions des deux series d'ondes partielles, exterieares et interieures, 
lelles qu'elles sont ä Tepoque T|, diminueront donc proportionellement a 
Ti—T, c'est-a-dire ä mesure que le front de Tonde primitive s'approche 
de la Position F'0\ de maniere que les ondes, excitees dans les differents 
points de la perpendiculaire en 0\ se r^duisent ä des simples points. II 
en resulte, les equations des ondes etant homogenes, qu'a Tepoque T|, 
toutes ces ondes sont enveloppees par des plans, passant par la perpen- 
diculaire en 0'. Pour les obtenir, Ton n'a qu^a construire les plans qui, 
passant par cette perpendiculaire, touclient la surface d'une onde partielle 
quelconque. Nous prendrons, en nous bornant aux ondes interieures^ 
Celle decrite autour du point 0. Les deux plans tangents O'ED^ O'E'D', 
perpendiculaires au plan d'incidence, sont, ä Tepoque tj, les fronts des 
deux ondes refractees, tandis que les deux rayons vecteurs OE, 0E\ 
passant par les deux points de contact E, E\ sont les deux rayons dans 
lesquels se divise, par la refraction, le rayon incident AO. 

Dans le cas general aucun des deux rayons refractös se tronvera 
dans le plan d'incidence. Les deux plans de Vibration ODE^^OD'E' sont 
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ceux qai passent entre les deux rayons OE, OE et les deax perpendica- 
laires OD^ 0D\ abaisses du centre (dan8 le plan d'incidence) sur les fronts 
des deux ondes refractees. 

Lorsque le plan dMncidence contient ou les deux axes optiqueS) 
oa fait des angles egaux avec ces axes (c'est-a*dire lorsque ce plan 
colncide avec Tun des plans des coordonnees j : les deux rayons refractees 
se trouveront 4ou8 les deux dans le plan d^inddence. La vitesse de 
Tun sera constant, de quelle maniere, qu*on incline le rayon incident sur 
la surface du crystal; le plan de Vibration correspondant sera perpendicu- 
laire a celui d'incidence. La vitesse de * Tautre rayon changera avec Tin- 
clinaison; le plan de Vibration correspondant se confondra avec celui d'in- 
cidence. Pour les deux rayons refractes les plans de Vibration seront donc 
perpendiculaires entre eux. 

Quant ä Tincidence perpendiculaire , la construction precedente se 
riduit a celles des deux plans tangents a la surface de Tonde partielle, 
decrite autour du point Oy paralleles entre eux et au front de Tonde 
incidente. Les deux plans de Vibration pour les deux rayons refractes 
sont, dans ce cas, perpendiculaires entre eux, quelle que seit la surface 
du crystal. 

44. Surfctce of tcaee tlottness, — Nous avons trouve plus baut 
requation 

pour determiner, dans le cas le plus general, la surface de Tonde par ses 
plans tangents, Ay By C designant les valeurs inverses des segments, qu'un 
tel plan intercepte sur les trois axes des coordonnees. En rempla9ant ces 
variables par Xy yy Zy requation resultante en coordonnees rectangulaires 

representera , suivant le numero 8., la surface polaire reciproque de celle 
de Tonde, par rapport a une sphere, dont le rayon est egal ä Tunite. 
L'on parvient ä la möme equalion si dans Tequation de Tonde 

(a'x'+b'y'+c'ii'Kx'+y'+i'') 

111 
on remplace les trois constantes a^y 6% c' par — i-, ^, -r- D© lä on 

tire le theoreme suivant: 
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Les surfaces de deux ondes telles^ que les trois axes (eitesses princi^ 
pales) de Cune soient tineerse des axes de fautre, sont polaires reciproques, 
par rapport ä une sphäre dont le rayon est egal ä tunite. 

Tandis que les rayons vecteurs de Tune des denx surfaces representent 
la vitesse des difTerents rayons lumineux^ ceux de Taatre sont egaux a Tunite 
divisee par la vitesse des ondes planes correspondantes. Tandis que les 
perpendiculaires abaissees du centre sur les plans tangents a Tune representent 
la vitesse des ondes planes, Celles abaissees sur les Tronts de Tautre sont 
egales a Tunite, divisee par la vitesse des rayons correspondants. Ces re- 
lations sont tout-a-fait reciproques*). 

45. Construction de M, Hamilton. — La determination des deux 
rayons refractes exige, d'apres le numero 43.^ qu'on construise les deux plans^ 
qui, passant par la ligne droite, perpendiculaire au plan d'incidence en 0' 
(Fig. 10), touchent la surface de Tonde. En general, il sera plus facile ä 
construire les poles de ces plans tangents. On obtienl ces poles, en cher- 
chant les points oü la ligne droite, polaire reciproque de la perpendiculaire 
contenue dans les plans tangents, coupe la surface polaire reciproque de Tonde. 
Prenons pour unite le rayon OG = OL de Tonde spherique, d'ecrite autour du 
point d'incidence 0. Par rapport a cette sphere, la ligne droite GL, contenue 
dans le plan d'incidence et passant par les deux points G et L^ oü le rayon 
incident RO et le rayon OL coupent la sphere, est polaire reciproque de celle 



*) Je dolB coDclure des indications donn^es par Mr. Lloyd, dan» son excellent 

„Report on the progress and present staie of physical opHcs" (London, 1835) que la 

surface polaire reciproque de Tonde lumineuse, par rapport k une sphöre, dont le rayon 

est 6gal k Tunite, noit pr^ciseiueDt celle, que Mr. Hamilton a nomm^ „surface of toate 

slowuess''. N'ayant aucuue connaissance du memoire de M. Hamilton, je me borne k 

emprunter du Report la construction suivante dont je n'y trouve que le simple ^nonce. 

„. .V. they lead to a very elegant construction for the reflected or refracted ray, 

^which is, in most cases, more eonvenient theo that of Huygens. That when a ray 

„proceeds from air into any crystal, whe have only to construct the surfaces of 

^waee slowness belonging to the two media and baviug their commou centre at 

„the point of incidence. Let the incident ray be then produced to meet the sphere, 

„which represents the normal slowness of the wave in air; and from the point of 

„intersection let a perpendicular be drawn to the reflecting or refracting surface. 

„This will cut the surface of slowness of the reflected or refracted waves in general 

,in two points. The lines connecting these points with the centre, will represent 

„the direction and normal slowness of the waves; while the perpendiculars from 

„the centre on the tangent planes, at the same points, will represent the direction 

„and slowness of the rays themselves." 

L'on verra que cette construction revient k celle du numero suivant, si Ton enteud 

par slotoness Tunit^ divisee par la vitesse. 

Crelle*8 Jourual d. M. Bd. XIX. Uft. 1. Ö 
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qui^ en 0\ est perpendiculaire au plan d'incidence (numero 12.)* Dela re- 
sulte ia construction suivante. 

Construisez autoor du point d'incidence la surface spheriqae de Tonde 
propagee dans i'air, et, par rapport a cette sphere, la surface polaire re- 
ciproque de Tonde, decrite autour du meme point dans Tinterieur du crystal. 
La ligne droite, passant par les deux points G et L, oü le rayon incident 
ROG et le rayon reflechi OL rencontrent la sphere, coupera en general la 
surface polaire en deux points K et K'. Les fronts des deux ondes refractees 
sont perpendiculaires aux rayons vecteurs OK, OK'; leur vitesse (OD, OD') 
est egale a Tunite divisee par ces rayons vecteurs. Les perpendiculaireS) 
abaissees du centre sur les plans tangents a la surface polaire de Tonde, 
donnent la direction des deux rayons refractes, dont ia vitesse {OE, OE) 
est egale a Tunite divisee par ces perpendiculaires. 

46. La surface de tonde a sa propre polaire reciproque. Si de 
Tequation rapportee dans le numero 44.: 

nous eliminons Ay B, C au moyen des trois equations suivantes: 

1. b'c'A'' = x\ a'c'B'==y\ a'b'C^z', 
Tequation resultante en x^ y ei z representera, d'apres le numero 9., la 
surface polaire de celle de Tonde, par rapport a Tellipsoide 

3 2 3 

bc ac ab ^ 

dont les trois demi-axes sont egaux a y{bc)^ y'i^ci)^ i{o,b). Mais Tequalion 
obtenue par Telimination indiquee: 

[a'x'^b'y' + c'z'){x'-Vy'^-z') 
-{a\b' + c')x' + b\a' + e)y''+c'{a'+b')z')+an't' = 0, 

n'est autre cliose que celle de la surface de Tonde eile mäme. Ainsi se 
presente a nous le theoreme elegant suivant: 

La surface de Conde est sa propre reciproque, par rapport ä un 
ellips&idCy dont les trois axes sont moyennes proportionelles entre les produits 
des trois axes du premier ellipso'ide, pris deux ä deux. 

Ce theoreme constitue, quant ä Toptique des crystaux, une espece 
de duplicite, ou (pour me servir du mot de Mr. Gergonne, sans lui prSter 
cependant aucune signification nietaphysique de dualite): les phenomenes 
se presentent par couples, de sorte que Tun de chaque couple se deduit de 
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Tautre au moyen de l'ellipso'ide directeur (2,), II repond a chaque point de la 
sorface de Tonde un plan uniqoe qui ia touche, et par consequant a chaque 
rayon lumineux interieur, aboutissant a ce point, le front d'une onde Interieure 
unique, ou encore un rayon exterieur unique, perpendiculaire ä ce Tront dans 
le point de contact. Aux points singuliers de Tonde repondent ses plans 
Singuliers; ce qui se voit directement, les points en question etant determines 
par les equations 

qui, moyenant les equations (l.)? se transforment dans les suivantes: 

qui sout ceiies des plans singuliers. Les perpendiculaires aux plans singuliers 
jouent donc, par rapport aux rayons lumineux sortanIs, le raöme röle que les 
diametres passant par les points singuliers , par rapport aux rayons enlranls. 
Les unes et les autres, souvent confondus, se disputent le nom d'axes optiques. 
Aux cönes tangents dans les quatre points singuliers, repondent les courbes 
de coDtact dans les quatre plans singuliers, de inöme qu'a ellipsolde unique, 
eaveloppe par les quatre cönes, Tellipsolde contenant les quatre courbes de 
contact (numero 11.)- Les deux belles experiences de iMr. Mr. Hamilton et 
Lloyd se determinent Tun par Tautre au moyen de Tellipsoide directeur (2.). 

47. Troisietne construction des deux rayons refractes. Je terminerai 
ce memoire par deduire du theoreme du numero precedent une construction 
nouvelle des rayons refractes, qui me parait la plus simple possible parmi 
Celles, qui se lient au principe de Huygens. 

ConstruiseZy par rapport ä Vellipsoide directeur^ la ligne droite polaire 
de Celle qui est perpendiculaire au plan d'incidence en 0\ Elle coupera la 
surface de Conde, (Tecrite autour du point 0, en deux points, Les deux 
lignes droiles qui vonl du point aboutir ä ces points, seront les deux rayotis 
refractes; tandis, que les deux plans, qui, contenant la perpendiculaire en 0\ 
passent par ces deux memes points, seront les fronts des deux ondes planes 
correspondantes, Enfin il a. ete demontre dans ce qui precede, que les deux 
plans de mbralion sont'ceux quon obtient en conduisant par les rayons lumineux 
des plans perpendiculaires aux fronts des ondes correspondantes. 

Le memoire qu'on vient de lire, fera naitre d'autres, ayant pris 
naissance lui mdme dans le beau Memoire intitule ^On the phenomena pre- 
sented by light in its passage along the axes of biaxal crystals by the rev. 

6* 
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Humphrey Lloyd, etc. From the seeenteenth vol. of the transactions of the 
royal Irish Academy. Dublin, 1833.^ que je dois a rextreme bienveillaoce 
de i'auteur. 

Aucune experience de physique a fait tant d'iropression sur mon esprit, 
que celie de la refraction conique. Un rayon de lamiere unique entrant 
dans un crystal et en sortant sous Taspect d'un cone lumineux: c'eloit une 
chose inouie et sans aucune analogie. Mr. Hamilton ranon9ai, en parlant de 
la forme de Poude^ qui avait ete deduite par des longs calculs d'une theorie 
abstraite. J'avoue que j'aurois desespere de voir confirme par Texperience 
un resultat si extraordinaire, predit par la seule tbeorie que le genie de 
Fresnel avait nouvellement creee. Mais Mr. Uoyd ayant demontre que les ex- 
periences etoient en parfaite concordance avec ies predictions de Mr. Hamilton, 
tout prejuge contre une theorie, si merveilleusement soutenue, a du disparattre. 
En möme temps la forme generale, indiquee aux ondes lumineuses par Fresnd 
a da acquerir une importance toute particuliere. C'est seulement dans ce 
dernier temps, que j'ai pu ro'en occuper. D'apres le Report, cite plus baut, 
outre M. Hamilton, un autre geometre irlandais s'en est egalement occupe; 
je n'ai pn me procurer le travail ni de Tun ni de Tautre de ces geometres. 
J'ai cite tout ce qui etoit a ma connoissance. 

Bonn, Avril et Mai 1838. 
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2. 

Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 

Integrale. 

(Von Herrn Dr. Gudermann- zu Münster.) 

(FortsetzoDg der Abhandlong No. 1. im Isten, No. 10. im 2teD, No. 15. im Sten Hefte und No. 21. 

im 4teo Hefte des vorigen Bandes.) 



Zehnter Abschnitt. 

§. 99. 

Ausdruck von u und ein durch amti in Reihen, welche nach Potenzen des Moduls k 

fortschreiten. 

X>ei diesen und den folgenden Entwicklungen der Functionen in Reihen ist 
der Gebrauch der numerischen Facultäten häufig; wir werden sie, so wie die 
sogenannten Permutationszahlen, auf dieselbe Art auch hier bezeichnen, wie im 
ersten Theiie es geschehen ist. Dieser Bezeichnung gemäfs setzen wir 

[o] = a(a-l)(a~2) {a-n+i) und 

[a,d] = a(a-rf)(a-2d)....(a~(ii-l)rf); 

-n j 



und 



^^'^ ^ (a+d[)(a + 2dXa+3d)....(a+nd) 
/=:[r] = -i:jr=1.2.3....r. 



[0] 
Diesem gemäfs erhalten wir 

ya-fcWy) =(l-*^«n»-* = S(-lr[-i2.A^'.siii"'y and 






wenn der dem allgemeinen Gliede vorgesetzte und sich auf die veränderliche 
positive ganze Zahl a beziehende Buchstab S die Forderung ausdrflckt, dafs^ 
aus dem allgemeinen Gliede die besonderen dadurch hergeleitet werden sollen, 
dafs man a = 0, 1, 2, 3, 4 etc. setzt, um demnächst diese Glieder zu einer 
Reihe in der angegebenen Folge zusammenzusetzen. Da nun aber, wenn 
Bmu = (p gesetzt wird. 
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11= / -TTj — ,,^. , V und elu= / öa).i/(l — Ä^sinV) 
ist, so erhalten wir zunächst 

u = iS(~ir[-|].&'«/59).sin'> und 

elf! = S(-l)«[i],Ä'« /öy.sin'>. 

a' 

Das Integral, welches in beiden allgemeinen Gliedern vorkommt, setzen wir 
/ö<p.8in'> = (~lrr-i].>l"(<p), oder auch 



a' 



J d(p.s\v?''(p = 2 4 6 8 ' r2^^ — '^•^"(yX "ßd also umgekehrt 

,„, . 2. 4. 6. 8. ...(2a) f ^ -20 

^W = r3.5.7....(2a-0 '/.^^'"° '^^ 

Machen wir von dieser Bezeichnung Gebrauch, so haben wir die Reihen 

« = S[-i].[-i].r(<p).Ar'" und 



a a 



el« = S[i].[\-],X<'{ip).h'\ 



a' a' 



welche nach Potenzen des Moduls k oder k^ fortschreiten und in welchen 
(p = Bmu ist. Die ersten Glieder dieser Reihen sind 

1* JS Q2 1' 3' 5* 

1. 11 = amti+ 2«^^^(amii).Ar^+^^^^^(amK).A^+ o* 4' 6' ^^^'°^)'^^ 

1* 3* 5' 7* 
+ 2^r^4r^gr^i*(am««J.A^+ etc. und 

i i'3 i*3'5 

2. el« = amti— ^A^(amti).&^~^^^A^(amtiJ.*^+ 2' 4* 6* ^^(^'"")-^ 

1' 3* 5* 7 

SabtrabireD wir die zweite Reihe von der ersten, so erhalten wir noch eine 
dritte bemerkenswerthe Reihe, nämlich 

1* 3 i* 3' 5 

3. tf— elif = \l{miu).k^-\'-^-^l^{^mu).k^-{' 2' 4' 6 ^^(^'"^)'*^ 

1' 3* 5* 7 
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§. 100. 

Erster Ausdruck und Eigenschaften der Httlfs-Function ^''(9)), mit Bezugnahme auf 

die vorigen Reihen. 

Setzen wir im §. 29. des ersten Theiies*) cpi fflr k, so erhalten wir 

die Formel 

{2.sm<py' = [2rJ+2.S(-lr[2rJ^.cos(2a(p) für a>0, 

r' (r + a)' 

r+o r— o 

welche wir noch ein wenig umformen. Es ist zunächst [2r ] = [2r ] 



(2r) 



(r+a)' (r-ay 



= ^ ^ly ; ferner ist (2ry = 2.4.6... .(2r).(l .3.5... .(2r-l)) 

(r--o)(r + a) ' v / \ v •/ 

= 2^r .[l,-2] = (-l)^2'^r^[-/]; und wird dieser Werth substituirt, so 
erhalt man 

rr4-aV r' ^ J\ ^ J r* 



r 



und [2r] = (-lX[— i].2^ Werden diese Werthe substituirl, so erhalt 

man den Ausdruck 

sin^-(ey) = (-l)^[-i](l+2S(-l)«[r][r^cos(2a(y)) für a>0. 

Multiplicirt man denselben mit dqj und integrirt auf beiden Seiten, indem 
man auf der linken Seite für / d(ps\n^(p den Werth (— iy.[— i].i'^(9) dem 
§. 99. gemäfs an die Stelle setzt, so erhält man die Formel 

r(y) = y+g(-l)">[r][r]° ^^"^^^^^ für ct>0, 



welche, wenn man die Bezeichnung der Facultäten aufgiebt, also aussieht: 

. ,,, X ^ • o . »'(»'—0 8in4<p r(r— iVr— 2) sinGo) 

r(r-i)(r-2)(r--3) sin8y 

"^ (r + l)(r + 2)(r + 3)(r + 4) ' 4 ^*^' 

und jedesmal von selbst abbricht, da nach der Voraussetzung r eine positive 
ganze Zahl ist. 

Setzt man fQr r nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3 etc.^ so erhält 
man folgende speciellen Formeln: 



*) Dieses frühere Werk des Verfassers, Theorie der Potenzial- oder cyklisck^ 
hyperbolischen Functionen, wird später oft mit den Zeichen 6. T. d. P. F. angeführt 
werden. 
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V{(p) = q>-'\sm2(p^ 

.a, , Q • o . 2.1 8in4g) 

.j, V ^ • o . 3-2 8in4a) 3.2.1 Bin6(/ 

.A. X ^ • o . 4-3 8in4(i) 4.3.2 sioGcp , 4.3.2.1 sinSop 

u. s. w. 
Es hält auch nicht schwer, die Grenze anzugeben, welcher sich diese Aus- 
drücke bei dem Wachsen der Zeigezahl r ohne Ende nähern. Stellen wir 
den Ausdruck far i'''{(p) also dar: 

(■4)('-f) ...«. , , 
' (-4)04X'+7) ■ ' 

und setzen auf der rechten Seite — = , so erhalten wir f&r ein unendlich 

grofses r den Ausdruck 

i^{ip) = y> — sin29) + jsin49)— Isinß^^ + isinSiy)— |sinlOy + — etc., 
welchen wir schlechtweg mit l{(p) bezeichnen. Es ist also 

l[(p) = ^— (sin29)— |sin4y~j^sin6y) — IsinS^ — ). 
Die Summe der hier von 9 zu subtrahirenden Reihe läfst sich nach G. T. d. 
P. F. §. 52. leicht finden. Selzt man in der ersten Reihe daselbst Ar = 2^^'^ 
so erhält man sogleich , wenn nur tp zwischen den Grenzen — ^n und +^Jt 
enthalten ist, 

2. y =^ sin2y — isin4y — isin6y — isinSy 

und also i^^^p) = v~~V oder jl^y} = 0, ftUr jeden zwischen den Grenzen —^n 
und +^n enthaltenen Werth. 

Die in §. 99. entwickeUen Reihen (1.), (2.), (3.) convergiren also 
immer, wenn v <Z \^ ist, indem sich die Gröfsen l'(amtr}, i'(aniij, 
i^v^n«) etc. der Grenze i(amii) = U nähern, wenn amii<: j^ ist. Da nui 
anch die übrigen Factoren der Glieder in jenen Reihen für sieh convergireade 
Reihen bilden, so haben wir einen hohen Grad der Convergenz, wenn znmnl 
der Modul Ar nicht >^ |r ^ ist. 
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§. 101. 
Anderer Ausdruck der Httlfe-Funetion A'^(()p) und Folgerungen daraus. 

Differenziirt man das Prodact sin"^+' ^ cos 9, so erhält man 
(2r4l)siD"'9).öy-(2r+2)sin*'^+V-^9'; ^ahe«" ist rückwärts 

{2r+2).fd(p.s\n''*^'<p = {2r+i). f sin"<p.8(p-s\n"'+'(pcos(p. 

2 4 H f^r\ 

MultipHcirt man diese Gleichung mit j" 3 5 (2r— l¥2r+l) ' ^® verwandelt 
sie sich in 

i.3.5.7....(2r-lX2r+l) yo^y-^'" "^ 
2.4.6.. ..(2r) /* r> . 2r 2.4.6. ...2r . .^ . , 

oder in die eiofacbere Gleichung 

Dieser Formel gemärs haben wir also die folgenden eleganten. Ausdrücke: 

l\(p) = y— sin 9 cos y^ 

i^(y) = y-^sinycosy— fsin^epcosy, 

2 4 

5. ^il^(y) = y — sinycosy— Isin^ycosy— yV®'"*^^^^^^ 

o A 2 4^ fi 

i*^y) = y — sin</>cos^^ — Jsin'ycosy — ^^sin^ycosy— .^ \'y sin^ycosy 

u. s. w., 

welchen gemäfs die auf einander folgenden Hülfs- Functionen it"(y), ^^(y)^ 
;i^(y), >t^(y) etc. auf die bequemste Weise recurrirend berechnet werden 
können. Nehmen wir die Zeigezahl r in ^^^(y) unendlich, so haben wir, 
da il'^(y) nun == ^(y) = wird, wenn y <C i^ ist, die Gleichung oder 
anendliche Reihe 

6. y = sinycosy+|sin^ycosy + y^sin'ycosy + Y^^^sin"ycosy+ etc., 

welche dieselbe ist wie die am Schlüsse des §. 102 in G. T. d. P. F. auf 
andere Art gefundene Reihe. Sie gilt also, dem vorigen Beweise gemafs, 
so lange y Zwischen den Grenzen —jrn und +^n enthalten ist, nicht 
aller in diesen Grenzfällen selbst. Es hat also diese Reihe, wie auch die 
lin §: 100 gefundene Reihe (2.), eine ausgedehntere Anwendbarkeit als die 
-brannte Reihe 
-j i Ji ;^ y =±= tangy^-^täng^y + ^tang^y— ^tang^y+ etc., 

Orelle'B Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 7 
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welche nur dann anwendbar ist, wenn (p nicht ^in ist. Die Reihe (6.) 
convergirt unter den erwähnten drei Reihen am raschesten, und die Aus- 
drücke (5.) oder eigentlich (p — i^i^p)^ y— ^^(y)^ V^^^iv)'^ ^"-^'(y) ötc. 
sind gerade die auf einander folgenden Summen der ersten Glieder der 

Reihe (6.). Setzt man {n — ip ffir (p^ so erhält man 

2 4 
^^(i^ — y) = 4^ — y — cosysiny— fcos^ysiny — ö^cos^ysiny und 

2 4 
i»Wn + (p) = ^n'\-(p-\-cos(ps\x\(p-\-^cos^(psm(p+-^-^cos^(ps\Ti(p^ 

woraus durch Addition lW7i—(p)'\-l\\7i^(p) = n folgt. Ganz eben so zeigt 
man, dafs überhaupt 

7. r(i7i-y) + r(i7i+y) = n, 
und wenn man r unendlich grofs nimmt, auch 

i(^7i — y)+^(47i4-y) = 71 ist; und da il(i7i— y) = 0, 
so ist auch ^(^714-9)) = tt^ wenn (p positiv und zwischen den Grenzen 
und \n enthalten ist. Aufserdem ist noch l{n) == n. Setzt man in der 
Gleichung (7.) ^71— ^ für 97, so erhält man 

'k^[7i—(p)-\')J{(p) = 71, also 
r(7i + y) = 7i + A''(y), folglich überhaupt 
8. V'{nji'\'(p) = fm+if{ip)^ 
wo n eine ganze Zahl bezeichnet. Nimmt man r unendlich, so hat man 

9. 'k{tm-\'q>) = nn, 

Zusatz. Da dV[(p) = . o \ V2 — i^ .sin^'^y.gy ist, so erhält man, 
wenn man \7i—(p für 9 setzt, 

Integrirt man also, so entsteht 

Da der Ausdruck auf der rechten Seite für 9 = verschwinden soll , so 
erhält man const. = i^^^^n) =s ^n und also 

Anmerkung. Wegen der zahlreichen Anwendungen, welche von 
den Functionen l\<p)'i ^\<p)^ ^\v)'i ^\v) ^- ^' ^- gemacht, und wegen 
der Leichtigkeit, mit welcher ihre Werthe inach den Formeln (5.) be* 
rechnet werden können , wäre es sehr zweckmäfsig, wenn Tabellen da- 
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von verfertigt würden, zumal da diese eine leichte Interpolation gestatten 
werden, und es nicht nötbig sein wird, die Zunahmen der Amplitude (p sehr 
klein anzunehmen. Weiter unten werden die erwähnten Functionen in noch 
wichtigeren Beziehungen zur Anwendung kommen; wodurch das Bedürfnifs 
solcher Tafeln noch fühlbarer werden wird. 

§.102. 

Ausdrücke der Quadranten K und £ durch den Modul k und die Gröfse = arc8in(Ä:). 

Setzen wir in den Formeln (1.), (2.) und (3.) des §. 99. jetzt 
amei=^7i^ so verwandelt sich u in K, e\u in E; ferner ist V{Bmu) 
= il^(amtf) = il^(amfi) etc. = ^71. Hiernach haben wir also die Reihen: 

/ 1* 1* 3' 1* S* *)* i' ^* *)* 7' 

1. il = ^71 . yl + "2«" • *• • 2' 4* ' 2* 4* 6* ' 2* 4* 6* g» • ^ • etc. J , 

2. fi = i^-C*- 2^*'"" 2\F**""2*.4\6' "*^"" 2V4\6\8' '**~^*0^ 

ik 

Setzt man in diesen Formeln -g- statt des Moduls k, so verwandelt sich, 

nach dem Zusätze 2. zu §. 31. , der Quadrant K in k'K und nach $. 68. 

E 
verwandelt sidi £ in -rr; daher erhalten wir noch 

A Vif - 1 /^1-il fc' i'-3' ft* r.3\5' ^' , 1V3\5 '.7* h' \ 

. A - 1 ^14.-1 ^' ^*'3 /g* r.3'.5 it» r.3'.5'.7 ft^ \ 

^- ^, -" *^V+2' 'i"'*"2'.4' •ä'*"^2'.4\6«'ä'« 2>.4'.6'.8' ' i'« ^^^V* 

Diese Reihen convergiren nicht so rasch als die vorigen, Aa ^> k ist. 

Zusatz. Setzt man ft = sinö, also Ar'=cosö; ferner ö'+ö = ^7i, 

If ij^ 

also & = cosö' und Ar' = sinö': so ist ii = ...,, = e~^^^ Setzt man aber 

« + «* 

^ = L I ^ s^B^^ d^s Moduls &^ so verwandelt sich nach §. 50. der Qua- 
drant K in i fe.>life> ^ ^ -li • Macht man diese Substitution in der 
Gleichung (1.), so erhält man 

K^iK' = 7r(e-^'+4^.e-^^^+|^>e-^»+ y'^i'j! .e'^^^H etc.). 

Da nun Oberhaupt C^"^'* == cos(fi^) — isin(ii^) ist, so erhfilt man zWei 
Reihen; die eine reelle ist == K^ die andere, mit t mnltiplicirte, ist == — lÄ*: 
daher ist 

7» 
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/ 1' 1' 3* 1* 3' 5* \ 

K — n (^cosö' + -^, C085Ö' + ^r^ cos9ö' + ^,' / , cosl 3Ö' + etc. j und 

/T = n{smff + ^smbff + ^ß^sinM + y%'^&' 8inl3g^+ etc.). 

Vertauscht man also ff mit 0, so verwandelt sich die eine Reibe in die 

andere; wie es auch sein mufs. Ffihrt man nun wieder ein, so erhält man 

/ V 1' 3* 1' 3* 5* \ 

K = yr(^sin^+^sin5g+ a' sin9g+ 2* 4* 6' s'"^^^+ ^^<^j^ 

worin ö = arcsin(&) ist. Es versagt diese Reihe indessen, wenn man ö = 
setzt; denn für = (also auch Ar = 0) müfste K = ^n werden, und die Reihe 
giebt ^ = 0. Ueberhaupt wird man wegen der langsamen Convergenz 
dieser nur zwischen den Grenzen 6 = und 6 = {n gültigen Reihe keinen 
Gebrauch von ihr machen können. 

Aus diesem Grunde übergehen wir auch die Herleitung einer ähn- 
lichen Reihe ffir den Quadranten E. 

Anmerkung. Auch die Convergenz der Reihen (1.) und (2.) 

wird schwach, wenn sich der Modul k der Grenze Eins nähert. Setzen 

2 
wir wirklich & = 1, so ist nach G. T. d. P. F. §.62. — die Grenze, 

welcher sich die numerischen Coefficienten in der Reihe (1.) ohne Ende 
nähern. Einen höhern Grad der Kleinheit erreichen sie also nicht, und nur 
so ist es auch erklärlich, dafs die Summe jener Reihe, oder K selbst, un- 
endlich wird, wenn man k=\ setzt. Die Convergenz der Reihe (2.) ist 
etwas rascher, wenn & = 1 gesetzt wird. 

§. 103. 

Reihe für den Quadranten K', welche desto rascher convergirt, je gröfser der Modul V 

dieses Quadranten ist. 

Da nach §. 56., wenn der Modul Ar' wenig von Eins verschieden ist, 

der Quadrant K' durch die Formel 

ausgedrückt wird, so kann man schliefsen, dafs der allgemeine Ausdruck 
von K' durch Ar die folgende Form haben werde: 

IC = P.lOgy + ^, 

wenn man sich nemlich unter P und Q Functionen von Ar in der Gestalt un- 
endlicher Reihen vorstellt, welche so beschaffen sind , dafs P == 1 und ^ = 
wird , wenn man k = setzt. Sehen wir K' als eine Function des Mo- 
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duls k an, so haben wir die Differenzial- Gleichung (11.) im §. 92. 

anzuwenden and darin den fingirten Aasdruck von IC zu substituiren. Durch 
Differenznren finden wir 

dP dP , 4 , dQ P . 

ÖÄ' ~ dk* °^ Ä "** ö*» k' dk'^ k' ' 
Durch Substitution erhalten wir also die Gleichung 

+(i-*)'-S^+-^-t-<?+(i-'')(^-l-f )-^^'' = •• 

Setzen wir den Coeffizienten von log-r- für sich. = 0, so entstehen die beiden 
Gleichungen 

-ä. (i-*)--äJF+-~Ä — ~dk~^'^^'^ r~'~dk - "^ 

welche aber auch zur Bestimmung von P und ^ hinreichen. 

Da der ersten Gleichung gemäfs P als Function von k eben sd 
von diesem Modul abhängt, wie der Gleichung (3.) im §. 91. gemäfs K 
von demselben Modul, so schliefst man, dafs P = a.K sein werde, wenn 
durch a eine Constante vorgestellt wird. Da aber für Ar = jP = 1 werden 
soll, und der Quadrant K = ^n wird, so ist 

1 = o. Ati oder a = -r — , 
und also 

Substituiren wir die Reihe (1.) im §. 102., so erhalten wir 

— - r - 1 +-2F« + 2r4r« + 2«.4«.6' * + 2'.4*.6'.8' *^+ ®**^-' 

und dieselbe Reihe kann auch leicht mittelst der Gleichung (1.) hergeleitet 
werden. Setzen wir der KOrze wegen 

o - 2« ' « - 2*.4* ' ** ~ 2'.4*.6* ®*®' 
so dab 
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ist, so isl 

Wiren die drei ersten Glieder der Gleichong (2.) fftr sich =0, so kömite 
man schliefsen, dafs Q nnr nm einen consianten Factor von P versciiieden 
sei. Da fibrigens ^ fär Jr = selbst =0 werden soll, nnd wie man leicht 
übersieht, nach Potenzen von 1^ ebenfalls fortschreitet, so setzen wir 



Sobstitniren wir diese Reihe und ihre Differensiale in den drei ersten 
Gliedern der Gleichnng (2.), so erhalten wir, nach einer leichten 

= y+Z*a(r-v)li'+S'a{r-y)k*+r«^t-y)lf+9*a{v-r)lf+ etc. 
Ferner erhallen wir dorch die Substitution der Reihe P den Ansdmcfc 

2P_2(*Z^.-^ = l + |«.*'+|«.**+|«.4»+|-i.*»+etc. 
nnd der Gleichnng (2.) gemils ist 



1 ii2 »«2*»2 

y = -l; y = r-^^; „ =^_ __ ; ,, = „___. etc. . 

worans folgt: 

1 

r = -1, 

^ = -0+ 3?r+ 5^)' 

etc. 
Wnden diese, nach einem einfachen Gesetxe fortschrdtenden Aosdrücke 
sobstitnirt, so halten wir die folgmde Reihe: 

<*y.5'.r /. , 2 , 2 ■ 2 X ^ 
2*.4V6».8» V "^ 3.4 ■'' 5.6 "^ 7.8 >' 

r.y.y.r.y / 2 2 2 2 x 

— etc., 
weide aber, wenn dar Modul k nicht sehr klon üt, nur langsam «»- 
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vergirt. In dieser Gestalt, oder doch in nur wenig anderer, hat Legendre 
die Reihe aufgestellt. Man kann aber dieselbe durch Umordnnng ihrer Glieder 
leicht so gestalten, dafs sie für jeden Modal k, welcher <C 1 ist, rasche 
und zwar schneller noch als die Reihe (1.) im §. 102. selbst, convergirt. 
Lösen wir nemlich die Klammern in den auf das Anfangsglied folgenden 
Gliedern auf, so erhalten wir 

^ f *''3' M I *''3'.5' -g 1*.3'.5'.7' ^ \ 

2 / i\3\b' ^ , 1'.3'.5'.7' ^ . \ 
5.6 V2'.4*.6* ^"^ 2«.4\6'.8' '*^+ ®^*^V 
2 / 1\3*.5*.7' ^ 1 .3 .5 .7*. 9 -^ \ 

7.8 V2".4'.6*.8"'^"^ 2*.4'.6\8M0" ^ "^ «^3.; 
— etc. 
und die hier eingeklammerten unendlichen Reihen lassen sich summiren, 
oder doch auf eine einzige zurflckbringen. Diese Reihe ist die oben filr P 
gefundene. Wir setzen 

© — -i 1 ^^ Li I ^'•3' M I 1*«3*.5* 1^ ^ 1 .3 .5 .7 -3 
W - i-h 2« >» + 2«.4« '^ "^ 2\4'.6» "^ 2'.4".6«.8» '^ 

4« Q» ta 7« Q« 

^ 2«.4*.6».8M0" '^ t-e»c., 
ferner setzen wir die Summen der ersten Glieder dieser Reihe 

1* 
Äi = 1 + -qt Ä , 



1* 1*.3* 

Sv2 = 1 + "2«" '* "* 2' 4* ^ 

"*'S — * » 2' 2* 4' 2* 4" 6' ^ 

^* "■ * -t- 2» '^ "^ 2\4' '^ "^ 2».4».6' ^"^ 2'.4\6\8' '^ 
u. s. w. 

Alsdann nähern sich die Gröfsen ^„ ^2? ^39 ^4 etc. der Grenze ^, und es ist 

2IC 
Ä = — , oder umgekehrt 

K = y.üT und 

/f' = Ä.log(i-)--(Ä-1)— 3^(ft-Ä,)-.-^(Ä~Ä2) 
— ^(Ä-Ä3)-g^(Ä-Ä4)-etc. 
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Aus den soccessiven Summen der erslen Glieder der Reihe S also 
lassen äch hiernach beide Quadranten K ond IC mit angeffihr gleichem 
Grade der CoDvergenz der Reihen berechnen. Die Gonvergenz der Reihe 
fttr K' ist noch elwag gröfser wegen der CoefEcienlen -0— r? -es-^ "t-q" *'"■ 
ihrer Glieder. Alle Modolar- Quadranten lassen sich also hiernach be- 
rechnen, indem man k als zwischen den Grenzen und ^^ enthalten 
ansieht. Ist der Quadrant K nach der Formel K' = in.S berechnet 
worden, so ist die Berechnung des Quadranten K' nach der vor- 
stehenden Formel sehr bequem und einfach, da man, indem man die 
Glieder der Reibe ^ berechnet, zugleich die VVertbe von ^,, ^i, &» 
^etc. erhält. 

S. 104. 
Reihe fUr den Qoadranten.f, welche desto nwcher conver^rt, je grOber sein Modul A' ist 
Es bann die gesuchte Reihe fOr den Quadranten E' aagenblichlich 
au8 der für den Quadranten IC gefundenen Reihe 

-T^(^-«.)-.o. 
hergeleitet werden. Da nemlich nach §. 93. 

E' = *=«--(*-*.,.§ »ad f = 4E^ 
ist, so erhalten wir 

-w(4<*-*'"'f)-<*-*')l")-«"'- 

und da 

ist, so findet sich, wenn von diMer Reihe die vorige suhtrahirt wird. 
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-Ä(^^(+'-*')-^-»-«.) 

— etc. 
Der Ausdruck gestattet noch manche Reductionen. Es ist zunächst, wie 
in §. 103., 

also 
also 

-2ak*-4al^ (2r-2y-'Z\k^-2rak^+^ 

und 

-k" . kr = -*'- o**- oft* alft'^- aiP+'; 

folglich ist 

(&-&'). -^-&'t. = -(l-2a)F-(3ä-4a)Ä«-(5a-6a)Äe.... 

{(2r-l)a-2ra)lt"--(2r + i)ak'''-+\ 

r r-1 r f2r — IV "^^ 

Da aber Oberhaupt (2r)*.a = (2r— If.a und also 8r.a = -^^-= — —.a ist, so 
ist (2r— l)a— 2ra = — » — .a und also 



2r 



(*-&)'.^'--Ä't. 



_ -fx A^ 4- Uli **-^ ^'-^''^ V' , i'.y.5'....(2r-3)\2r-i) \ 
- vi« "r2'.4" "^2'.4*.6 "^2^4^6^...(2r-2)*.2r * / 

_ l'.3'.5'.7'....(2r-l)'.(2r+l) ^,^, 
2».4\6'.8*.... (2r)' * " 

Setzen wir nua zur Abkürzung — ^^ ~ = t, so ist rückwärts 

E = K-\n,t, 
und nach §• 102. ist 

t = i*'+ 2^4**+ 2^4^6 *^"*" 2'!4'.6*!8 *^+ ®'^- 
Grelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 8 
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Diesen Werth als bekannt voraasgesetzt, haben wir 

tir-f g,^ -1- 2». 41.6 "^^ 2'.4*.6V8 ^ 2'.4'.6'.8M0 * '*' ®'*^- 

Substitnirt man nun auch noch für die Reihe 

n 

3fc» V.lk* r.3Ml ^ l'.3V5M5 ^ r.3'.5\7M9 ,„ 
^ 2« 2V4' 2'.4'.6*^ 2\4'.6'.8' 2*.4'.6\8M0* * + ®*^' 

so erhalten wir den mehr reducirten Ansdrack 



etc. 



"■ tTS V"-^'^~ 2\4 '^ "■ 2\4r6 ^>'" 
welcher leicht auch also dargestellt werden kann: 

"■5:6 V-^'^~2V4 '^ "■^•2r4r6^>' 

^ ^4 i Ui J_l?.Ä.* i .3 .5 1^ , ^ V.3 ,5*. 7 ^^ 
""7:8 V"-i'^~ 2^^^ "" 2M\6 ^+** 2'.4\6\8 V 

— etc. 
Setzen wir also noch 

«I - T 2 ' 

«4 - iT^f -^2«.4^ "•■ 2\4\6 ^+*' 2*.4'.6'.8 '"^^ 

I — I fr2 I ^ '3 Li4 I 1*'3*.5 j^ 1 .3 .5 .7 ^ , 1 .3 .5 .7 .9 .^i 

«5 - ^^ "^"2\4 "^ 2*.4'.6 '^^"^ 2',4'.6'.8 '^"^* 2\4'.6*.8M0 '^ 

Q. S. W. 

SO nähern sich auch diese Ausdrücke ohne Ende dem Wertbe S, und 
wir haben 
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--öjöit-h)-etc.; so wie 

E = K-^n.t. 
Berechnet man nach dieser Formel den Quadranten E, so ist die Berechnung 
des Quadranten E' nach der vorigen Formel sehr einfach. 

§. 105. 

k 
Andere Beihen fllr i^ und elu, welche nach Potenzen von k und -jj fortschreiten. 

Die im §. 99. entwickelten Reihen können auch also dargestellt 

werden : 

1* 
1. II = am2i+^(aniti— snficnii)^^ 

1*.3' 
+ ^8rT7(ain«i--snficnw--|sn^««cnfi)&* 

^^3^5V . , 2.4 



2.4.6 7 \,« 

— 057 siiucnujlr 

+ etc., 

2. eltt = amw — ^«^(amii — snwcnw)*' 

1* 3 
— -öF-jT (amw — suMcnti — f sn^ficnw)Ä* 

— 2> 4« 6» (amti — sniicngi—^sn^ticnti— ^-^sn^wcnti)*^ 

— etc., und 

3. «I — ein = ^(amf/~sn«icnei)/r^ 

I« 3 
+ örrC^inw— snwcn«« — f sn^wcnfi)Ä* 



+ 2« 42 6 (^amn — snticngi— | sn^ wen ti— ^-^sn* wen iiJA*' 

+ etc. 
iMan wird diese Reihen zur Berechnung von u und elw dann anwenden, 
wenn die Amplitude (p dieselbe bleiben, der Modul k aber sich ändern soll, 
weil dann auch alle Coefficienten der Potenzen von k in diesen Reihen 
dieselben bleiben, und also bei jeder neuen Berechnung immer wieder 

8* 



i 
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gebraucht werden können. Die Convergenz dieser Reihen vermindert sich 
aber, wenn das Argument u gröfser und gröfser genommen wird. Wird 
u'^^Ky so wird man sofort K—u fär u setzen; dadurch verwandelt sich 
amii in amc«^ = ^tz — arctang(Vtn«^), und es ist non also amen beträchtlich 
geringer; elti verwandelt sich nun in 

elcw = E— elu + k^snusncu. 

Setzen wir also amcti = v^ und am 11 = 9)^ so haben wir tangv^.tang^ = ,j- 

und 

1 1* 3 

el« = £I+Ä*sinysinv— V+-2f ^'(V)-*'+ 2^^'(V'}-** 

Diese Reihen convergiren um desto rascher, je gröfser u wird. Denn je 
gröfser ^ = am« genommen wird, desto kleiner wird ^, und desto rascher 

nähern sich also die Gröfsen il^(V^), ^^(V^)^ ^^(V^)? ^*(V') ®^c- ^^^ Grenze 

Null. Diese Formeln verfehlen nur dann ihren Zweck, wenn der Modul 

l 
k wenig von Eins verschieden ist, weil, der Formel tang^ = -rj— gemäfs, 

dann yj dennoch eine beträchtliche Gröfse haben kann. 

ik 
Setzen wir in den Formeln (1.), (2.), (3.) ä'm für u und -p- statt k, 

so verwandelt sich amu in ^71 — amc«; ferner ein in — ^ ; daher er- 
halten wir sofort noch 

1* &* 1* 3' Ä* 

k*.u = i:7i— amcii— ^^(^71— amcti)-^ + 2r4s^^^(i^'~^"^^^)'Ä^ 

"" 2M'.6' ^^(i^-'a"^c«)']^H — etc. 

^- ' E— eleu , , 1 ,,,, , Ä' r.3 ,2,, , , Ä* 
= ^7i-amcM+ g^i (i^-amcn)-p^-^r4r^ (i^ + amcfi)-^ 

- 2*ilf57g?^'(i^--amctt).^--+etc. 

Setzen wir in der Formel (1.) ui für u und k' für k, so erhalten wir, da 
am'(fit)=f 8tTn'tt = f ßamn ist, sogleich 



.'8 



Zehnter Abschnitt. §. 105. 61 

' 2* V cnti/ ' 2'.4' V CUM ^ cnw/ 

. l».3'.5Vo tnii . , tn'ii 2.4 tn'^MN,,« 

2*.4*.6 ^ cnii ' ^ cn« 3.5 cnw/ 

, r.3'.5'.7Vo tn« , 9 to'ii 2.4 tn*ii , 2.4.6 tn'w\,, 

* 2*.4.6*.8'^ cnti ^ cnii 3.5 cnw 3.5.7 cnu ^ 

+ etc. 

Dieser Formel bedient man sich mit Vortheil, wenn der Modul k 
der gegebenen Amplitude amu wenig von Eins verschieden und das Ar- 
gument u<C.^K ist. Die eingeklammerten Coefficienten nähern sich, wenn 
am«i<Ci^ ist, ebenfalls der Grenze Null, was fast auf dieselbe Art be- 
wiesen werden kann, wie die Formel i(y) = im §.100. bewiesen worden 
ist. Jene CoefGcienlen sind übrigens abwechselnd negativ und positiv. Da 
u — (SVu = elu — inudnu nach §.70. ist, so verwandelt sich die Formel 
(3.) in 

7. el« = tnMdn« + i(2am«i--^)r + 4^(2amtt-^^ + i.^^)r 

2^ cnuy 2'.4 \ cn« ^ cnw/ 

, r.3'.5 /^ tn« ,„ tn^ti 2.4 tn*ii\,,6, * 

2\4 .6 \ cnw- ^ CUM 3.5 cnw/ 

und auch diese Formel ist zweckmäfsig, wenn k grofs und das Argument 
u<Z^K ist. 

Ist das Argument u^ ^K, also K'-u<i\K, so bedient man sich am 
besten der Formel 

Q WZ a *Vo tnCM\.,2 l'-3Vo ^^^^ i 2 tnc'MN,,^ 

8. w = n— Samcfi— 7^(2amcii )& — s^j^lSamcw hl )k 

2*\ cncii/ 2\4 \ encM ^ cncu>' 

1'.3*.5 /^ tncii , o tnc^M 2.4 tnc^K\ .,6 

2V4'.6 \ cnctt ^ cnct# 3.5 cncM -^ 

l».3'.5'.7Vo tnct# , „ tnc'M 2.4 tnc*ti . 2.4.6 tnc^KN ,,c 

— oi A^ a^ ^ iCgamcfi hl ö-h: h o ^ >y J«* 

2\4 .6'.8*V cncti * cncw 3.5 cdcm ' 3.5.7 cncii/ 

""■ eic. , 

wenn der Modul k wenig von Eins verschieden ist. 

Setzen wir auch in der Formel (7.) K—u für m, so erhalten wir, 

da elti = -E — elctt+Ä^sniisncfi, und Incfidncw — &^snfisncM = -T — =--5^ 

ist, die Reihe 

8. elfi = jB— — i(2amcfi J.ä' — ^^. (Samcw hl )k 

tnt# ^V cncw>' 2'.4 ^ enc« ^ cncu^ 

V.y,bfck tncM , « tnc'w 2.4 tnc*ii\,,6 

— ^, ., ^ ( 2 amc tt h 3 ö-^ ) k — etc.. 
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welche dann zur Berechnung von elu dient, wenn der Modul k wenig von 
Eins verschieden und das Argument u^^K isl^ die Reihe (7.) also nicht 
mehr rasch genug convergirt. 

Wie die Quadranten K und E unter diesen Umstanden zu berechnen 
sind, ist in §. 103. — §. 105. umständlich gezeigt worden. 

Ä'' du 

Zusatz. Es ist delu = in^u.6u=^-T-^ — . Setzt man nun a> = 

dnc tt ^ 

^7i — amcfij so ist d(p = du.dncu, also 8u = . ^ : folglich ist delu — 

^ • "dnc^ "" i/(l - k' snc'tiO ~ V(i - ä'cos»» ' """ 

(1— Ä^cos^y)"^ = l + iÄ^cos^y + -2^Ä*cos'*y + yVg-Ä^'cos^yH 

ist, so erhält man, wenn man diese Reihe mit k*^,d(p multiplicirt und 
integrirl : 

ein = k'\(p+^k\hn^i\^n--(f)) + ^k\k7t^X\i7i^(p)) 

+ ^i^k\i7i^l\ln--cp))+^j^^ 
Für u = K hat man noch die Reihe 

daher kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 

1. el« .-= E^k''[^p+^k'V{ii') + ^k*l\ip) + ^^ 

wenn man wieder i// = amc ti setzt. Es kann diese Reihe ab eine Um- 

formung der Reihe el« = £+ Ä^sin9)sint// — i// + -2ä-Ä^^'(V) + "" ange- 
sehen werden. Wird wieder y=|7r — amcw gesetzt, so folgt aus el« 

noch die Reihe 



1 n d(p 



2. ei« = y- (y - y- • ^ ^' (y) + -2^.- • y 4 ^' (y) - 2» .V .V • f^ ^^ (^) 



3.5.7.9 ^ o4 / \ I \ 



/ 



V 






Zehnter Abschnitt. §. 106. 



63 



§. 106. 

Reihen zur Berechnung von u und elu aus amti^ welche zum Theil nach Potenzen 

von snti fortschreiten. 

Wenn man in der Reihe (1.) des §. 105. die Klammern auflöset, so 
erhält man 

u = amfi(^l + ^y + ^^Ar4+ 2'A\6' ^^'^ 2'A\6\8' ^^^^^') 

- snticngi(^ h^ + ^^ k* + 2\4\6' ^^+ ^*^0 

-isn'ttcnfi(-^^Ä*+^i^4ä^ *^+ etc.) 

u. s. w. 

Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie in §. 103., so erhalten wir 
die Formel 

1. u = Ä.amti — (Ä— l)sn«icn«i— |(Ä—Äi)sn^«icnfi 



3.5 
2.4.6.8 



3.5.7 
(Ä — ß4)sn^ficnM— etc. 



3.5.7.9 

Diese Reihe hat immer einen hohen Grad der Convergenz und ist vor- 
zäglich dann anzuwenden, wenn der Modul k constant, hingegen amt^ 
veränderlich ist. Wird am«i>amc««, so wird man K—u für u setzen. 
Dieselben Zahlen Äi, Ä2, A3, Ä* etc. also, welche zur Berechnung von 
K und IC dienen, dienen hier auch zur Berechnung von u aus amti. 
Setzen wir ferner 



SR. = 

% = 
% = 



etc., 
«R = 



2'" 2'.4* * 



1^ 
2' 



1'.3 



1'.3'.5 






1 



2'. 4' 
1*.3 



2'. 4'. 6' 



2' " 2'. 4 

und 



• " 2«.4'.6' '^ 



1'.3'.5'.7 
2'.4'.6'.8' 



A« 



so dafs £ = ^71. 91 ist, so finden wir auf ähnliche Art wie vorhin: 



.■aV.** 
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2. eltf = 9l.amfi+(l-9l;snwcnM+i(9ii~9i)sn'«icnfi 

+ 3 5^9 (9^4— 9t)sn^^cnii+ etc. 

Aach für f^ — elti lafst sich eine ähnliche Reihe herleiten. Dadurch^ dafs 
man die Sätze des §. 31. anwendet, und ferner, indem man ui für u 
setzt, lassen sich ans diesen Reihen leicht noch andere herleiten; womit 
wir uns hier aber nicht aufhalten. 

§. 107. 

Reihen für u und elti^ welche nach dem Sinus der vervielfachten Amplitude (p = amu 

fortschreiten. 

Wenn man in der Reihe 



i* 1' 3^ i^ 3* 5* 

für ^* (</>), ^^(y*)? ^^(v^) JJ^ 'f" §• 100. gefundenen Werthe substituirt, so 
erhält man eine Reihe von der Form 

12 3 4 

^ n fn n 

1. argam(9)) = a.(p--^s\n2(p'\--^s\x\^(p-'-^sm&ip + -^smS(p 

5 

—-^sinlO^'H — etc. 

und die darin vorkommenden Coefficienten sind selbst ausgedrückt durch 

die Reihen 

I« I« 3« j« 3*. 5" 1' 3*. 5*. 7' 

ö = 1 + -Q«' '» 4" 2> 4« ^ "^ ^*^'~6* 2' 4' 6'' 8' ^ 

5 / * _ AL *''3' ,. 3.2 1\3V5* 6 4.3 1'.3'.5'.7' ^ 

^ "" 3.4 '2'.4*'^+ 4.5 *2V:4\6''^+ 5.6 ' 2^4^6^8• '^^^ ^*^- 

» _ 3.2.1 1'.3'.5' 6 4.3.2 1^3^5^7' ^ 

^ "" 4.5.6 ' 2\4'.6' '^ + 5.6.7 ' 2'.4".6'.8' "^ 

u. s. w. 

Diese Reihen schreiten nach einem einfachen Gesetze fort; die erste Reihe 
ist offenbar 

a = 



n 



Differenziirt man die Reihe (1.), so erhält man, wenn |/(1— Ä^sin^y) = A 
gesetzt wird, die Gleichung 
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I I % S 4 

— = a— 2a COS 2^ + 3a COS 4^ — 2a COS 69) + 2a COS 89) 

— 2a cos 1 Ü9 H — etc. 
Maltiplicirt man diese Reihe mit cos 2^^ so erhält man 

008 2a) Ol 2 . 

—yr-^ = acos2y — a(l +cos4y)+a(cos2y + cos6y) 

8 

— a(cos 4(p + cos8y) -\ — etc. 

Hieraus folgt 



Setzt man nun (p = ^n, so wird sin 2^ = sm4(p = 6q> etc. = und 
es bleibt also nur noch die einfache Gleichung 

«•*" = -y., — i — • 

Es ist aber ^ 

cos2y= l--2sin>= 1 — p-.Ar^sinV = 1 — p-(l— A') = 1— p- + -jr-^ 
also 

oder auch 

folglich 

4. a = J* (if-E)- — . 

nk ^ ^ n 

1 t 

In ähnlicher Weise können auch die folgenden |Coefficienten a, a, 

a etc. in geschlossenen Ausdrflcken angegeben werden. Indessen können 

1 

diese^ Coefficienten auch recurrirend aus den beiden vorigen a und a be- 
rechnet werden; die allgemeine Recursions - Formel leiten wir also ^ her. 

Differenziirt man die vurnin angegebene Reihe fflr -^ noch einmal^ so erhält man 

^^°y, — — = 4asin29) — Sa sin 49 + 12a sin 69) — 16a sin 89 



+20asin 10^-4- etc. 



Es ist aber A^ = 1 — A^sin^ = 1 — -2"(l""Cös2y) = 1 — -2- + -2-cos2y und 
siny cosy = — 2"^ 9 ^'^^ ^^* ^^^^ 

Crelle'8 Joaraal d. M: Bd. XIX. Hft. 1. 9 



L 
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&*8in2<jp 



A(2 — Ä»+&*coB2g)) 
oder 



8in29> 



a(^~1.+ co829)) 



= 4osin2y— 8a8in4y+ etc. 



Bm2(p 



4itasin29)— 8itasiD49+12itasin69— 16iiasin89)+ etc. 

I S 8 

+ 2o sin 4y — 4a sin 6(p+ 6a sin 8y — etc. 

2 S 4 » 

— 4asin29>+ 6osin4y— 8osin6y+ 10asin89+ etc. 

2 



wenn der Kflrze wegen « = ^ — 1 gesetzt wird. Einen ähnlichen Ausdruck 



für 



sin 2^ 



i 



. erhalten wir, wenn wir die anfängliche Reihe für -y- noch mit 



8in29> multipliciren, nämlich 

8in2(p 1 2 s 

. ^ = o8in2y — osin4y + osin6y— osin8yH — etc. 

S S 4 ^ ft 

— osin2y+osin49)— osin6y+osin89) — \- etc., 
und da diese beiden Entwicklungen identisch sein müssen, so ist 



5. 



3i = 4(1-- 
5« = 8(-^- 

9» = 16(4- 



.a — l.a, 

2 1 

. a — 3 . a, 

t 2 

. a — 5.a, 

4 S 

a — 7.0, 



•■ 

.a — 9.a, 



IIa = 20(^- 
u. s. w. 

Nach diesen einfachen Formeln geht die Berechnung von a, a, a, a etc. 
sehr bequem von Statten. Ueberhaupt ist 

(2r+l).a*= 4r(^^l).o-(2r-l)a? 
Die Reihen (2.) zeigen, was aus diesen Recursions- Formeln nicht sogleich 

1 2 S 

ersichtlich ist: dafs die Coefficienten 0,0,0^0 etc. eine rasch convergirende 
Reihe bilden. 

Substituiren wir auch in der Reihe (2.) des §. 99. die Ausdrücke des 
§. 100., so erhalten wir für elti eine Reihe von der Form 



2 

c 



3 
c 



4 
C 



6. eltf = c.(p + csm2(p—-^smi(p+-^sin6(p'--^sin8(p 



s 
C 



+ y^sinlOy — + etc. 
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Fflr die hierin vorkommenden Coefficienten selbst haben wir die Reihen 

c - 1-2^« ~ 2rF* ~2'.4'.6' *^~ 2'.4V6'.8» *^~«*«- 

I \* i* 3' 5 1* 3* 5* 7 

c = ^'^k'+hyj^k*+i- y -4. -g/y *^+ etc. 

7. / » _ ^ 1'.3 ,,« , 3.2 i'.3V5 ^ , 4.3 i\3\b\7 ^ , 

^ ~ 3.4 * 2'.4' * + 4.5 • 2'.4'.6' * ■*" 5.6 ' 2'.4'.6'.8* *^"*'®"'" 

» _ 3.2.1 1'.3'.5 j^ 4.3.2 1'.3'.5'.7 ,3 , 

^ ~ 4.5.6 " 2'.4*.6' "^ 5.6.7 ' 2'.4'.6'.8' "*" 

u. s. w. 
Die erste Reihe kam schon oft vor. Es ist 

8. c = ^. 

1 2 s 

Die Coefficienten c, c, c, c etc. hangen auf eine ziemlich einfache Weise 

Otts 

zusammen mit den Coefficienten a, a, a, a etc. Multiplicirt man die anfing- 
liehe Reihe für -j- mit A = -s- Ctt — 1 + ^^s 2y J 9 so erhält man 

1 — 2"j(^""2acos2y + 2acos4y--2acos6y + 2acos89- — f-etc.) 
+ -2-.(ocos2y-o(l + cos4(ip) + o(cos2y + co86^} 

s 

— a(cos4y+cos8y)+ ©tc.) 
oder 

• t« V I « 3 4 

A = f 1 — -^l(o— 2acos2<^ + 2ocos4y— 2acos69)+2ocos8y — h etc.) 
+ -^(— a+acos2y— ocos4y+ acos^tp— ocos8y + — etc.) 

fc* . 1 « S 

+ "2 ( +öC0s2y-- acosA(p+ acos6(p— acos8yH — etc.) 
Differenziirt man aber die Gleichung (6.)^ so erhält man auch 

Ol 2 S 4 

A = c+2ccos2y — 2ccos4(/?+2ccos6y — 2ccos8yH — etc., 
und da diese Reihe 1 mit der vorigen identisch sein mufs , so finden sich die 
Gleichungen 

9. (2c = -|-(o+o)-ä(l— |-)o, ä» = A-(a+o)-2(l— 1-)«, 

2c = |.(J+i_2(l--^)i, 
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Noch etwas einfacher sind die Ausdrflcke, welche man wie folgt erhält. Diffe- 
renziirt man die vorige Reihe för A, so erhält man öA = -^ — smycosy ^^^ 
also 

-Q — = 2A ~ — 4csin29) + 8csin49) — 12csin6y+— etc. 

oder 

8in2a) 2 ' * * ^ 

— 2r^ = -Tr(4csin29)— 8csin4y+12csin69)— 16csin8yH — etc.) 

Wird diese Reihe mit der vorigen fflr ^ verglichen, so hat man 

1 j^* O 1 S j^« 1 4 

!"• ^8c = ^(a-a), 16c = -^i^-^). 

a. s. w. 

§. 108. 
Entwicklung der Hfllfs-Function il*(qp) in eine nach Potenzen von q> fortschreitende Reihe. 
Fflr die folgenden Betrachtangen ist die Kenntnifs der höheren 
Differenzial -Verhältnisse einer unbestimmten Potenz von sintp^ deren Ex- 
ponent übrigens eine positive ganze Zahl sein soll, nöthig. Erforderliche 
Ausdrflcke dieser Art finden sich bereits in G. T. d. P. F. §.112., nämlich 

J^-JIL^ = S(-ir[ii] . C.sin*-^V and 



worin a+ß^r die gemeinschaftliche Bedingungs-Gleichung der beiden ver- 



änderlichen positiven ganzen Zahlen a und ß ist. Unter C wird eine aus 

iß) 

den Elementen der Scale 

(/?) = in\ {n^2)\ (i»-4)^ .... (i»-2/?)^, 
welche /?+l Elemente befafst, bei unbedingter Wiederholbarkeit gebildete 

Combinations-Classe des octen Grades verstanden. 

. 

Setzen wir in der ersten Formel 2i» fOr n und dann noch n-{'r 
fär Vy so verwandelt sie sich in 

Setzen wir in diesem Ausdrucke y = 0, so ist sin'**~*''y = für /?<«, 
aber =1 für /9 = n, oder a = r; daher ist nun 



Zehnter Abschnitt. §. 108. 69 



^9^?^ - (-i)'.(ä.;.c. 

Die in diesem Ausdrocke geforderte Scale ist 

(n) = [{2n)\ (2ll-2)^ .... (2ii-2ii)T 
und ihr letztes Element also = 0. Alle Elemente dieser Scale haben den 
gemeinschaftlichen Factor 2^ = 4; daher kann man diesen Factor absondern, 
und die einfachere Scale 

(II) = [l^2^ y, .... ht 

nehmen, welche die Quadrate der n ersten Zahlen der natflrlichen Zahlen- 

r r 

reihe begreift , wenn man nar Z^"" . C fOr das vorige C setzt nnd die 

Combinations-Classe nan auf diese neue Scale bezieht. Setzen wir 

sin> = 9)'-- A.y'"^' + ^2.</?'"^*~^.<p'"^'^+^4.<p'"+*-+ etc., 
so ist nach Maclauritis Satze 

Die Substitution dieses Werthes giebt die unendliche Reihe 

sin> = S(-ir[2irf.4«.C.<p'»+'«»). 

Die Reihen für sin^"9> und s\f^*'^}q> lassen sich leicht umkehren, wodurch 
mva Reihen fär die Potenzen von ip erhfilt, welche nach Potenzen von mL(p 
fortschreiten. Nicht auf diesem Wege sind jene Reiben hergeleitet worden 
vom Hrn. Prof. Scherk in CreUe^s Journal der Mathematik Band XI., 
Seite 101. 

Multiplicirt man die vorhin gefundene Reihe mit dif, und integrirt, 
so entsteht 

sin>.öy = iS(-ir[2» ] .4«.C.9)^"+'«+\ 

U (I.) 

Da aber nach §. 99. 

i,*((p) = -. / sin^^y.ö^) 



*) Für die ungerade Potenz des Sinus erhält man mit Bezugnahme auf die Scale 
(«) = [i\ 3', 5', 7*, . . . . (2n + l)'] die Reihe 

und zwar auf ähnliche Weise. 
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-(?a + l) /'2llY 

ist, so erhalten wir, wenn wir beachten dafs \2n 1 = -^ — ) n\ iv und 

(2w)' = (-!)•.» .2'". [-4] ist, endlich die Formel 



in 



Zusatz. Für die Combinalionsklasse C lafst sich nach G. T. d. P. F. 

(n) 

§. 113 — 115. auch leicht ein analytischer Ausdruck herleiten. Setzt man 

I X s 

daselbst nur m + n für m; ferner a = 0, a = 1^, a = 2*, a = 3*, .... 

a n 

a=^ a^y .... a = n^y so ist 

J;^ = (a^--0')(a'-r)(a'--2^)....(a^-(a~lf).(«^-(aHl)^)(a^-(a + 2)^)... 

...(a^ — n^) oder 

V/» = (-l)-«.(a(a-.l)(a-2}....l)(a(a + l)....(2a~1))(1.2.3....(ii~a)) 

X((2a + l)(2a + 2).. ..(« + «)) oder 

V^- = (-ir"^ '-i^-^ und also C = 2S,-1)-. ^^_^^,^^^^^^, . 

Multiplicirt man diese Gleichung noch mit {2n)\ um die Brüche unter gleiche 
Benennung zu bringen, so erhält man 

C = -^;^(S(-l/.[2»].a''"+'«) cond. (a+/? = ii) 



7/t 



zum gesuchten analytischen Ausdrucke des Werthes von C. Alle besonderen 



m 



Werthe von C, für welche m + n nicht >10 ist, enthält eine in G. T. d. P. F. 

C») 

§. 71. befindliche Tabelle, woraus ihre Werthe also entnommen werden 
können. Daselbst ist auch das Rechnungs-Verfahren angegeben, wodurch 
jene Tabelle leicht beliebig erweitert werden kann. 

Zu derselben Formel kann man auch auf folgende Art gelangen: 

Substituirt man in dem Ausdrucke ^"(9?) = 9^ + 'S(— 1)" [» ] [»] . — L^^ri 



so 



(für a>0) statt s\n[2a(p) die bekannte Reihe S(~l)^ ^^''.^'^/''^ , 
erhält man 

Die Potenzen von (p^ welche niedriger im Grade sind, als (/j^"^*, haben in 
diesem Ausdrucke jede einen Coefficienten ^ welcher =0 ist; daher darf 
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man sogleich n+ß für ß setzen, wodurch man erhält: 

Wird diese Reihe ffir V'icp) mit der früheren identificirt, so erhalt man den- 



m 



o • 



selben Ausdruck für C, wie vorher. 

(«) 

§. 109. 
Reiben ftar argam(9) und arg am (^;r— 9)), welche nach Potenzen von fp fortschreiten. 

Aus der im §. 108. für ;i"(^} gefundenen Reihe folgt sogleich noch 

Wird diese Reihe mit &'" multiplicirt, und dann selbst als allgemeines Glied 
einer neuen Reihe, nämlich der für arg am (9)) dem §. 99. gemäfs angesehen, 
und zn diesem Ende ß für n gesetzt, so erhalt man 

argam(<p) = [S(-ir([l,-25)\4^C.Ä^^^^^ cond. (a+/9 = y). 

Man kann diese Reihe einfacher vorstellen unter 

argam(y) = 9) + a.^ + a.-^ + a.-^ + a.^+ etc., 

und hat dann zur independenten Bestimmung der Coefficienten in dieser Reihe 
die allgemeine Formel 

2. a = (S(-l)-[l,-2]ri,-2].&'''.2'".C) cond. {a+ß=^r) 

iß) 
oder auch, in gewöhnlicher Darstellung: 

a = [1,-2]'. Ä''-[1,-2~/'.4.C.A»'-'+[1,-2l''. 4'. C. &''-♦.... 

(r-l) (r-2) 

O) 

Diese allgemeine Formel giebt die folgenden besonderen AasdrQcke: 

a = k\ 

a = &»(9& -4), 

3 /« = *' (225** -180*' + 16), 

a = *' (11025*0-12600**+ 3024*'- 64), 

a = *' (893025*" -1323000*" +529200** -48960*' + 256) 
u. s. w. 
welche zwar im Fortgange immer mehr zusammengesetzt werden , aber 
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wegen der Abwechselang der Vorseichen dennoch nicht sehr grotstf 
Werthe haben. 

ISS« 

Für * = ist a = a = a = a = etc. =0; 

för * = }/i ist ä = i, a = i, a = 8f, a=-99yVetc., 

1 SS « 

för * = 1 isl a = l, a = 5, a = 61, a= 1385 etc. 
In dem letzten Falle für k=\ erhält man also dieselben Coeffidenten, 
welche in G. T. d. P. F. §. 41. berechnet wurden; wie anch sein mnfs, 

da nnn argam(cp) = / -j^. — . , ^ = / = 2cp wird. 

1 S S 4 

Für die recnrrirende Berechnung der CoefGcienten a, a, a, a etc. 
findet man leicht die Formel 

2' 4» e» 

deren Herleitnng wir flbergehen, weil sie selbst nicht sehr bequem ist. 

Setzen wir in der gefundenen Reihe k'{K—u) fOr argam(9)} und 

-jj- statt des Moduls k, so verwandelt sich q> in ^tt— am«. Setzen wir 

nun JTi— amti = 9^ so ist amu^^n—q). Verwandeln wir ferner 

r 

a in (— IX.-T^, so erhalten wir 

1 s 

k^K—argamiiTi-^)) = SP— ]^ y +]pTfr - etc. oder 



-- 1-(^) + - «t<^' 



9' v*» 

and för die in dieser Reihe vorkommenden Coefficienten haben wir die 
Aasdräcke 

a = *'(9*' + 4*''), 
g /a = *'(225ft*+180*'*'*+16*'*^, 

a = *'(11025*«+1260***'»+3024A'*'*+64**;, 

a - * (8930254»+ 1323000***" +529200***'* +48960*'** +256*'«) 

O. 8. W. 



Zehnter Abschnitt. §. 110. 73 

Diese Reihe convergirt indessen nur dann ziemlich schnell, wenn der Modal k 
sehr gering und ^ ein fichter Bruch ist. 

§. 110. 
Reihen fQr elti, welche nach Potenzen von tp und {n--(p fortschreiten, wenn 9 = amu 

gesetzt wird. 

a a 

Gehen wir nun von der Formel el 11 = S [ 1 ] [— ^ ] . i" (y ) . A^" des 

§. 99. aus, so finden wir, eben so wie vorhin, die Reihe 

1. clii = y— «.^+a.y-— a.^+a.^ — h etc., 

und die in ihr vorkommenden Coefficienten sind ausgedrOckt durch die 
Formel 

2. a = (S(-l)'»[-l,-l][l,-2].2'".C.&'0 cond. («+/? = r), 
woraus man die folgenden besonderen AusdrOcke erhält: 

a = h\ 

a = *'(-3&H4}, 
3 la = Ä'(45**-60&'+16), 

a = *'(-1575Ä«+ 3520**- 1008*'+ 64), 

a = Ä' (99225Ä» - 189000Ä» + 105840** - 16320*' + 256) 
n. s. w. 

Auch diese Ausdröcke werden im Fortgange sehr zusammengesetzt; aber 
ihre Wertbe sind fttr denselben Modul * immer beträchtlich kleiner, als 
die Werthe der ähnlichen Ausdrücke (3.) im §. 109. Für * = ist jeder 
= 0, und fflr u= i ist jeder = 1 . So ist z. B. 

a = 99225 - 1 89000 + 1 05840 - 1 6320 + 256 = 205321 - 205320 = -f 1 ; 
dieser Umstand erklärt sich daraus, dafs ffir * = 1 , 

elu=j d(p.^{i—s\a'(p) = 9ia<p = <p—%^+^—^+e[c. ist." 

Für k=y^ erhalt man 

* 1 » 5 » -^11 * 1945 * 18221 

a = y, o = ^, « = "8~' ^"^"16"' ^""~32~' "• ^' ^ 

Die in der Reihe (1.) vorkommenden Permutations-Zahlen geben ihr einen 

hohen Grad der Convergenz, zumal wenn (p <^i ist. 

Grelle'B Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 10 
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ik 

Setzen wir nun k^K—u) fflr u and -jj- fflr ft^ so verwandelt sich 
elti in — 7^ — und (p = amu in ^ti— am ti = 9)', wenn (p+(p' = ^71 gesetzt 

r 

wird. Aendern wir gleichzeitig a in — -n^^r^ so erhalten wir die 

Reihe 

I 2 

oder auch 



-7(f)+iT(r) -+H. 



und die in dieser Reihe vorkommenden Coefficienten sind nun ausgedrückt 
durch die Formeln 

a = k\ 

g ja = *'(45&*+60*'&" + 16&'*), 

a = &' ( 1 575*« + 3520&**" + 1 008&'*'* -1- 64&"'), 

a = &'(99325Ä»+189000A«r+10584Ö&*&'*+16320*'&'«+256Ä"') 
u. s. w. 

Die Reihe (4.j convergirt nur dann, wenn k<Z^^ und ^<Cl ist» ziem- 
lich rasch. 

§. 111. 

Reibe fllr u, welche völlig nach Potenzen von snti fortschreitet 

dt 

Setzen wir snti = <. so ist du = — 777 — tk-ttm — rm^ - D« n«n »her 






ist, so hat das Product beider Reihen die Form 

* 2y.y' •' - '+2 •'+ 2.4 +2.4.6+®**'' 
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und man findet 

a = {-l)^2^r^(S[-i][-ij*''0 cond. {a + ß = r). 

Da aber [-j] = (-ir-[1, -2] und [-^2= Hl/.[1, -2f ist, so 

erhalten wir den einfacheren Ausdruck 

.1. a = (S[r][l,-2][l,-2'].Ä'0 cond. (« + /? = r). 

Wird nun die Reihe für j(i^t*)^(i^k^t^\ ^^^^ ™** ^^ muiliplicirt und 
dann integrirt, so erhält man 

a. argsn«) = 5^.-^2^^ = <+|.|. + _^.^ + _^.^4. etc., 
und die in dieser Reibe vorkommenden ersten Coefficienten sind 

a = l+&^ 
a = 3 + 2&H3Ä*, 

a = 102 + 60&^+54&*+60&H105*^, 

a = 945 + 525&'+450&'+450ä^+525ä"+945ä'" 
u. s. w. 
Die Reihe (2.) convergirt immer; wird aber f oder snfil>sncfi^ so wird 

man K—u für u und also -777 — rr^ für ' setzen. 

r 

Anmerkung. Man findet leicht, dafs für &==1 a = 2.4.6....(2r) ist; 
daher ist immer ^, , <I1, wenn k<Zi ist; woraus erhellet, dafs die Reihe 
immer convergirt. 

§. 112. 

Andere Darstellung und Berechnung der Coefficienten in der nach Potenzen von snu 

fortschreitenden Reihe für ti. 

^ 

P^ ~Y(i^^j ^(i—kU'Y "^ (^-(^ +ft')f' + A'0^^ äst, so finden wir 
leicht eine Formel für die recurrirende Berechnung der Coefficienten in 
der Reihe des §. 111., indem wir nur die in G. T. d. P. F. §. 105. ent- 
wickelte Recursions- Formel auf die Entwicklung der Potenz des vorste- 

10* 
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I) I 2 

henden Trinoms anwenden. Wir haben nur a=^l, a = — (1 + ft^), a^l^y 

r r— 1 r— 2 

x=:e, A = ^Ty ^ ^ = 2r-K(r--iy ' ^ ^ 2^~2.(r— 2Y *° setzen. Führen wir 
aber diese Snbstitalionen in der Formel 

r.aA = {n-r + i)aA + {2n-r+2)aA+(3n-r+3)aA+ etc. 
ans, so erhalten wir die einfache Formel 

4. a = (2r-l)(l+A').a-4(r-l)^&^'a' 

2 3 4 5 

in deren Anwendung die successiven Coefficienten a, a, a, a etc. auch sehr 
bequem recurrirend berechnet werden können. 

Die Entwicklung kann noch auf eine andere Art gemacht werden, 
wodurch man noch einfachere Ausdrücke für die Coefficienten erhalt. Da 
(l-0(l-*'0 = l~(l + &')<' + &V ist, so können wir dieses Trinom 
einstweilen als ein Binom ansehen, und =i—pf setzen. Dann ist 



a 



p = l + &'-&V. Da nun (l-p«')"* = S (-!)"[- i]p"/'" ist, so hat 
man in dieser Reihe noch ffir p den Werth zu substituiren. Es ist aber 

p-==S{-iyinl{i + ky^^.k'^f^ und also 

Wird dieses Product mit dem vorigen Terglichen, so ist 



Dieser Ausdruck gestattet noch eine Reduction. Da nfimlich [a]=0 ist fflr 
ß>^9 so kann sogleich («+/?) für a gesetzt werden, wodurch man erhält: 

~^={S{^\Y[-(±[a+ßl^^ cond.(a + 2/? = r). 

Setzt man nun €>= '!. , so ist rückwärts l+&^ = 2o& und 
(l+*^r.Ä'^ = (2rr.ft^,- ferner ist [c+/?]= ^^™ und da [-1] = 

[-4] = (-ir''[l,-27ist, so ist 

2r-/J 

o = 2^r^*^(lS(- 1/[1, -27^>-^» (2^)") cond.(a + 2/3 = r), oder 
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r 

Setzt man Dun noch a=(2ft/.c^ so erhalten wir 

argsn«) = S^.&-.^, 
oder auch 

,,, , ' k t* cü' t* , Ä» r , cü* «•, , 
5. argsn«) = <+c.^.y+^.y+-f^2^.y+:p;23^.^+ etc., 

und zur Bestimmang der Coefficienten in dieser Reihe dient nun die Formel 

6. c = (S(-l/.[l,-2']^[ r ] . V') cond.(a+2/3 = r). 

2P.ß' 

r 

Diese Formel hat nicht so viele einzelne Glieder, als die Formel (1.) fOr a 
in §. 111. Man findet danach die folgenden Ausdrücke: 



c 


== 


», 




c 


= 


3c'- 


1, 


s 
C 


— 


15»* 


-9r, 



c = 945r*-1050fj^+225€, 

c = 10395r^-14175r*+4725f?'-225 
u. s. w. 
Setzt man aach in der Recnrsions - Formel (4.) 1+ft^ = 2vh^ so 

r r— 1 r— 2 

wird sie zunächst a = 2r&(2r — 1). a — 4(r— 1)'ä^. a. Setzt man ferner 

r r r— 1 r— 1 r— 2 r— 2 

auch hierin a = {2ky.c, a = (2&/~^ c und a = (2*X-^ c, so verwandelt 
sie sich in die einfachere : 

Zusatz. Differenziirl man den Ausdruck (fj'-l)^ = »(-l/M©''-'^ 

?^ 
nach einander r mal, so erhält man 

^%~*^ = S(-l/[2r-2/?][rfr-'''. 

Da aber [2r-2/^ = -^J=^ und (2r-2/3)'= [1,-2 ]^ 2'-''. (r -/?)'; ferner 
(r-/?)'[r] = r' ist, so ist 

r ^ r-ß . Or-Ä r-/» »^ 

[2r-2/?].[r] = [l,-2].-^j:-^.-Y- = [l,-2].[r ] .2% 
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und also 

^S'^^ =(S(-l)''Cl,-a'j'[r f..-) coüd. («+2/!l = r), 

oder 

Da o = — 2 — i^^f ^<^ ^'"^ ** °''^^^ geändert, weDn man den 

Modul k mit -r vertauscht. Setzt man ft = tang(^n — ^v), also Ä~' = 

taDg(|7i + 4v), so ist c = , und also e > t, Set«t man »< = Jn, 

also & = 0, so Ist e = ^; and setzt man >' = 0, also A = l, so ist o=l; 
daher nimmt e beim Wachsen des Moduls beständig ab, von ^ an bis auf 1. 

§. 113. 

Reibe flir snu, welche nach Potenzen voa u fortschreitet. 
Aus den Reihen u, welche nach Potenzen von t = ssiu fortschreiten, 
schlierst man, dafs umgekehrl die Reihe für snu die folgende Form 
haben werde : 

snu = «-|-6.a^ + c.«* + rf.i('+ etc., 
und in Anwendung des Reversions -Problems könnte man auch die Goef- 
icienten in dieser Reihe aus den Coefficienten der Reibe im §• 111. oder 
§. 113. herleiten. Es lässt sich indessen ein ziemlich bequemes recurrirendes 
Verfahren ermitteln, wodurch man die erste und drille Potenz der Reibe für 
snu zugleich erhält. Nach §. 62. ist 

j , = — (t +Ä')sn« + 2ifc'.sn^«. 
Diese Gleichung wird am einfachsten, wenn man x = u^{2k) und 
a = ^(2ÄJ.snii setzt. Nun ist S'* = -j?2i) ""'* ^'^""~7m^' ^^^^ 

-g-|'C2*) = -(! + *')■ 
folglich 

wenn man wieder r = — ^ — setzt. Wenn man in der obigen Reihe 
selzt, dann mit y{2k) multiplicirl, und a für 
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y{2k).snu setzt, so wird das Anfangsglied der Reihe fflr i gerade = x, 
so dafs wir setzen können: 

« = 0?— a.-^ + o--^;» — öJ.-^ + Ä.-g? — ^•"iF"' — ®^^* ^"^ 

2 __ , » d?' » a-^ » «• * a?" » a:" 
Ä — ür c . —^, r C • —^ C . — yj r C . — qj c . "ttt H etc. 

Werden diese Reihen in der vorigen Differenzial- Gleichung sabstituirt, so 
findet man für ihre Coefficienten die einfache Relation 

r-f-l r—l r 

1. a = r(2r+l). c+v.a. 

I 2 »^ 

Sind nun in der Reihe fflr ;s bereits die Coefficienten a^ a, . . . . a berechnet, 

r+l 

so läfst sich in der Reihe für z^ der Coefficient e berechnen. Hieraus findet 

sich, der Formel (1.) gemäfs, der nächste Coefficient a, und es.lfifst sick 
also die Rechnung immer weiter fortsetzen. Dem Polynomial- Theoreme 
gemäfs findet mau aber 

r A - 2 1 r— 1 u 4 2 r-2 in 6 3 r— 3 

2. c = ^-^:[2r+il.a c + ^— ^.[2r+l].a c+^^--^.[2r+l].a c .... 

'' 3' 5» ** . 7' 

+ 3.a. 
Durch die combinirte Anwendung der Formeln (1.) und (2.) erhält man di^ 
gesuchten Coefficienten, oder die Reihe 

Zusatz. Hebt man aus dieser Reihe die Glieder 
u — -^^ — g7 h -^ — fy -^^ — Y' ' — ®*^- hervor , so bilden sie für sich 

eine Reihe, welche summirt werden kann. JMultiplicirt man dieselbe nämlich 

mit i'^Cl+Ä^) == |/(2e?&), so ist das Product gerade = s\n{u^{l + k'^)) und 

also jene Reihe = — ^. /;7^. ^^ . Werden die übrigen Glieder hinzu- 
gefügt, so ist 

und diese Reihe convergirt noch rascher als die vorige. 
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§. 114. 

Reihen für cnti^ dnti und amu, welche nach Potenzen des Argumentes u fortschreiten. 

Aus der Reihe fQr sn ti §.113. schlierst man, dats die Reihe für 
cnti die folgende Form haben werde: 

cnti = 1— a.-gT + a. ^,-— a. g, +a. gr — + etc. 

Da nun nach §. 62. ^ , = -cnti+2&^(cnti— cn^ii) ist, so nehmen wir 
noch eine Reihe von der Form 



cn^ii = 1 — c.-7i7 +c.-r, — c.-^r + c.-öT —4- etc. 



Substituiren wir die beiden Reihen in der angegebeneu Differenzial-Gleichung, 
so erhalten wir die einfache Relation 

r+l r r r 

a = a+2*'(c-a). 
Aafserdem erhält man nach dem P.olynomial-Theoreme die Gleichung 

c = [2r] a c H . [2r] a c H [2r] a c . • . . + 3 . a. 

Die Rechnung nach diesen beiden Formeln ist Eiemlich bequem, und man 
findet 

1. cn« = 1— jtH — -^, — .«* — — qt^ «* 

, l-f408y+912fc* + 64*' „ 

H g; .ir 

1 + 3688fc» + 30768fc» + 1 5808*' + 256*" ^^, 

• fS 



iO' 

i + 33212&* + 870640** + 1538560A' + 259328A" + 1024*" „ 
+ 12' •*• 

— h etc. 

Nach §. 30. erhfilt man hieraus sogleich fQr die Differente noch die Reihe 

2. inu =. 1-y + *'(*;+^) .«-- ^•(*-+^'+i6) ^. 

*•(** + 408*« + 912*' + 64) . 

*•(*' + 3688*' + 30768*« + 15808*' + 256) „, 

. tl 



10' 

**(*' ' + 3321 2*' + 870640**+ 1 538560** + 259328*'+ 1 024) „ 
+ ^2> •«• 

— h etc. 

Wird diese Reihe noch mit du multiplicirt und integrirt, so erhfilt man sofort 
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3. amti = u ^.fr-\ ^~ — —.u" ^^ — ^-=^ — ' — ^ .u' 

fc*(fc^ + 3688fc* + 30768*^ + 15808^' + 256) „ 

fc«(fc' 4- 33212A" + 870640ifc'+ i 538560A* + 259328A*+1024) 13 
+ 13, .u 

— + etc. 

Zusatz 1. Die Reihe für cnu kann offenbar auch also darge- 
stellt werden: 

8. cnti = costi+-^.tt* ^ .w'^H = — gj — ' V 

3688fc' + 30768fc* + 15808*« + 256Ä* ,0 

.11 



10' 

, 33212&' + 870640Jir* + 1538560*«+259328fc*+1024ife*« „ 
+ 12^ -«^ 

— h etc. 



Hrfit man aber die Glieder l — ^ + -p-ti* gi— ti®.... =a? hervor, so ist 

(a?-l)-4&' + l = 1 y^+ 4," gA- + — «tc. = cos(2A?tt), idso 

(a?-l).4Ä' = -(l-cos(2Aii)) = -2sin'(*tt), folglich t^x = -^^^^^, 

oder X = i ^^, . Es ist demnach auch 

- sinVÄ«) .1 4 1 + 44*' „ , 1+408*» +912** , 
5. cnii = l äF'^'^T'" ^' •«^+— -'- ff^ '^ 

i + 3688** + 30768 *« + 1 5808*' ",„ 



10* 

, l + 33212ilt*+870640**+1538560*» + 259328fc'» ^^ 
+ jy .« 

— h etc. 

Aehnliche Ausdrücke erhält man nach §. 30. leicht auch fBr dnti^ und wenn 
man sie mit du multiplicirt und integrirt, so erhält man 

^ . sinrfcti) , 4ä' c fc*(44Ä'+16) t , k\408k^+9l2k' + 64) o 

6. amtt = — ~-^ + -y-.fr ^^ — ^^ ^.u'+-^ ^^-^5 ^ — ^.tf 

&'(3688*« + 30768k* +15808*» + 256) „, 
^ jY* . ti + — etc. 

GreUe's Joaraal d. M. Bd. XIX. Hft. 1. 11 
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7. am» = [i--^)v + -^8in{2tt) + -y-.i^ ^^-^ ^-.u^ 



fc'(fc'+408fc*+912**) „ 
y (fe^ +.3688fc* + 30768fc^ + i 5808fc') „ 
, fc'(fc'^-h33212fc^+870640fc*+1538560fc*+259328*') ,3 

— h etc. 

Diese Reihe hat unfehlbar einen höheren Grad der Convergenz, als die 
vorige. 

ik' 

Zusatz 2. Setzt man in der Formel (3.) k'u fär u und -^ fOr ifc, 
so erhftlt man 

|7i— amc« = A'iiH — ^t^ ^"~,, "^ — ^f«*4-etc., 

also ist 

8. amc« = ^71— A? (^n+^gT« ^—5; — ^f^ + —^ ^^ -^— ^ti^ 

y(64y>_912it'y^+408fcV'-*0 o \ 

Q* "^ **" eic» J • 

Aus dep Fo|rineln (6.) und (7.) können ähnliche Ausdrücke fikr amc« her- 
geleitet werden, welche noch rascher convergiren. 

Ueberhaupt läfst sich die Anzahl solcher nach Potenzen von u fort- 
schreitender Reihen leicht noch ansehnlich vermehren. 

§. 115. 

Die sieben ersten Glieder der Reihen für elti und Imti, welche nach Potenzen von u 

fortschreiten. 

Multiplicirt man die Reihe (3.) des §. 113. mit sich selbst, so erhält 
man, wenn wieder e = T. ist, 



. , 2*kf> 4 , 2^k\8v' + 9) 6 2«&»(4t?*+27t?) . 

sn^u = «' y-« + ff « ^^-^r^ — -^ 



, 2'fcX16p* + 486p'+<89) tp 2".fcX131o* + 7596t?'+16659o) ^2 

+ — etc. 

Wird diese Reihe mit ft^ multiplicirt und dann von Eins subtrahirt, so 
entsteht 
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dn'« = 1— rw'H 4?— » Q> — « ^ Q. -IT 

2'Ä'(16eM-486e*+189) ^q , 2"fc^(131p*+7596o ' + 1665 9c) „ 
iÖ* " + 12' " 

— h etc. 

Haltiplicirt man also mit du and integrirt, so erhfilt man 

, 2*'«' , 2*k*t> . 2*ÄY8»'+9) 6. 2«Ä»(4e»+27e) g 
el» = » y— + — 55— «^ ^y-*-^« + ^—^ — -« 

2'*»(16e'+486»*+189) i, , 2"ä'(131i>»+7596i>«+16659ij) o 

IT -"" + iy " 

— h etc. 
Wird diese Reihe anfs Nene mit du maltiplicirt, und dann integrirt, so erhält 
man endlich 

, u* 2k'.u* , 2**'.t» 6 2*fcY8t>*+9) « , 2»k»(4»»+27») ,„ 
Im« = -g j, 1 Q, — .«^ ^^gT-^— .trH ^LjQr -•» 

2»*'.(16e*+486e'+189) „ , 2"*^(131t)'+7596e•+16659») .» 
jä? .« + j^. « 

— \- etc. 

(Die Fortsetaniig folgt im nächsten Hefte.) 



11 
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3. 

8ur la decomposition d^une certaine classe de fonctions. 

(Par Mr. Chr. Jürgensen, de Copenhague.) 



JLia decomposition des fractions rationnelles est connue depuis longtemps; 
mais personne, qae je sacbe, n'a encore essay^ d'operer qnelque chose de 
semblable pour les fractions irrationelles correspondantes, c'est-ä-dire les 
fractions de la forme 

P etant nne fonetion rationnelle et entiere, et Q une fonction de la forme 

{x - a, y-^^ {X - (hY'"' (x - a.y-"^ {x - oO'-% 
oü /ii, /^9 fh'^ ' * ' ' f^n'i ^ont des qnantites comprises entre zero et Tunite. 
C'est cependant ce qu'on peut faire facilement, au moyen du caicul des 
differentielles a indices quelconques^ developpe dans les excellents memoires 
de Mr. LioueiUey qu'on trouve dans le Journal de Tecole polytecbnique 
cab. 21. et dans le ll*"*" et 12""* vol. dfe ce Journal. On retrouve en effet 
par ]a recbercbe möme de la decomposition mentionnee, les formules 
fondamentales de ce caicul. Pour le faire voir, je vais d'abord etablir les 
tbeoremes sur les fractions rationnelles de la maniere suivante. Soit 

' (x— o,)(a:— a,)....(a? — ««)' 

X etant une fonction entiere de x du degre n+p; soit x—Oi un quel- 
conque des facteurs du denominateur et {x—a^fx = ipiX; soit enfin H{tf/t) 

le coefficient de — dans le developpement d'une fonction yjt suivant les 
puissances descendantes de t. Cela pose, on aura 

' ,«1 X — üi LI — xJ 

Pour le demontrer il n'y a qu'a supposer 

fx = --^+-^ + ---- + --^ 

' X — fl, X — öj X — On '^ *^ 

Faisant disparaitre les denominateurs et posant alternativement x = Oi, 
j? = «2» .... x = a^ on trouve 
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Remarqnant ensuite, que J5(,a?^+5iaf~^ + --« + ßp_,a; + 5p sont les p + i 
premieres termes da developpement de fx suivant les puissances descendanteB 
de Xf on a, en y changeant x en t el multipliant par 

1 i X X* 

T=^ = T + 1^+"F + '-' 
B^x^+B,x^'' + ''''+B^_,x+B^ = ^[t=^]- 

A present, si Ton differeniie un Dombre quelconque de fois les deux membres 

de requation (1.) par rapport a chacane des quantit^s Oi, o,, (h^ a^^ 

ou en tire sans difficalte le theoreme plus general que voici. Si Ton fait 

p^ ^ X 

X etant une fonction entiere de degre quelconque, el^, = (a:— «,/+''» .Fa:, 
on a 

2. Fx = S ^^=^+4-/^!. 

Au moyen de la formule (1.) on simpllfie considerablement la demonstralion 
du theoreme de Tillustre Abel (Tome 3. p. 314 de ce Journal) et on parvient 
en rodme temps a un theoreme encore plus general, qu'U a indiqqe daiis 
une lettre imprime Tome 6. p. 78 et suiv. 

Pour le faire voir, je donne d'abord a requation (1.) la forme 

(fx i^i (x—ai)Vi(h L(/—a?)qpM' 

f el <p etant deux fonctions eutieres de degre quelconque et (piX designant 

€D X 

la fonction — - — , ^x etant supposee = i4(a: — a,)(a;— a2)...-(iP — öJ. 

X——Oi 

Maintenant, si Ton considere les coefficiens dans fx, ainsi que les quantites 
j4^ Ol, O}, . . . . a, comme des fonctions d'une autre variable y, on a 

Vi^i = ~ ("^^) ä^ lorsqu'on y fait x = a, 
de Sorte qu^en posant pour abreger — ^ — = (p'x on a 

g>x ^^i {ai—x)tf% oy L (i—x^^t J ' 

d'ou Ton tire en integrant par rapport a y 
ou C ne depend pas de y. 
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Soient maintenant nx et xffx^pq deux fonctions etitieres des x 
seül, r et • deux fonctions de a; et y^ mais entiires par räpport a x. 
Cela pose, si Ton suppose 

fx _ ^ L dy dy J 



tf>x pr* — qs* 



on a, en remarquant que 

et que x = a< donne pr^—qs^ = 0^ donc 

pr = +sy{xpai\ qs = ±r]/(v/a.)' 
fax _ -- noi ^ 

valeur qui etant substituee dans lequation (3.) donne le premier des th^o- 
remes dont nous parlons. 

fx 

En donnant ä la fonction - — une forme un peu differente. on voit 

qix *^ ' 

tout de suite comment on peut parvenir au theoreme plus general. En effet, 
supposons p^l) donc q^xpXy ecrivons ro et Vi au lieu de r et « et faisons 

*ü = ro+riV^, tfi = r^-Var^ ^q, 
1 et a etant les deux racines de rdquation x^ — i =0. 

Cela pose, on aura en faisant (-g-^j = tfi, ^—j.j=:zß[^ 

ou bien 

fx_ ^ nx r g;g^-g;g 1 

q>x ViMfx) L öo Ö, J ' 
donc 

9'ßi " A^ai)^e.0,^e\e,r 

ou Ton doit faire dans les fonctions et d\ x = ai, ce qui fait evanouir 
da ou 01 ; partant 

fcLi nai 

= 6 



€ elant = + 1 ou — 1 seien que 0u = ou 0i = 0. Cette regle ä ete 
donnee par Abel Ini mdme dans le memoire cite. 

A present il est facile de passer au theoreme gön^ral. Si Ton ob* 
serve en effet, qu'en dösignant par Ix une fraction rationnelle, dont le 
developpement ^ serie seit 

Ix = i4o+-4ia: + ^2a?^ + *«" 
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et p9r 1, a^ a% . . . . a"*"* les racines de T^quation a?*"— 1 =0, on a 

Hx) + a"^ X(ax)+ a-'^ ;i («' o?) + • • • • + a-^'"-'>^ l {aT-^ x) 

(voir p. ex. Tome 6. p. 196, 197 de ce Journal), et si Ton represente par 



dj, la fonction rationnelle entiere en q 



m 



m—l 



Tu, Ti, rs, .... r,^i etant des fonctions de x el y, mais rationnelles et 
entieres en x, et g = y/x comme ci-dessos, on voit que la fonttlon 

^ = ~[f +°-4+°'"^+ ••••+""""'"-ferl' 

ff etant toujoars = (-3—) ? sera rationnelle en q et par conseqaent aussi 
en X. En faisant 

on en tire, en reduisant an nidme denominateur et differentiant, 
QU Ton doit faire x:=aiy donc 

c etant =ä 1, o"'', «-'", .... a'-t'"-'>'' selon qne Ä», tfi, Ä„ tf„_i 

s^evanoaissent par l'hypothese x = a,. 

Substilnant dans r^quation (3.) et observant que 



/ 



on a le tböoreme general pour les transcendantes de la forme 

nz.dz 



f 



m 



La formule (3.) suppose que les facteurs du denominateur sont in- 
egaux; le cas contraire exigerait Temploi de la formule (2.), mais il est 
inutile de considerer ce cas separement (voir le mem. cite). 

Revenons ä Tobjet special de cette note. L^equation (2.) etant de- 
duite de (1.) au moyen de la seule differentiation par rapport aux quantites 
Ol, O}, aj, .... o», en divisant ensnite par 1 .2.3..../U|, 1.2.3..../i2 etc., 
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pour Tetendre a des valeurs fractionnaires de fi^^ fj^ etc., il n'y a qa'ä 
imaginer nne Operation teile d^, qu'elle donne pour toute valeur de fi, 
entiere ou fractionnaire 

/' ayant la signification ordinaire. Or, en developpant les deux fonctions 

et 



suivant les puissances negatives de a et comparant, on trouve que cette 
condition est identiqae avec celle-ci: 

ou bien 

öo/- - ^ ^^ r(p) ^ > 

ce qui est Tune des formules fondamentales de Mr. Liouville. On suppose 
ici que fi est une quantite negative comprise eutre zero et lunite, et Ton 
ecrira en consequence 

^ \) j a cor j,^^^ ^^^ , 

^ etant positif et compris entre et 1. Au moyen de cette definition on 
exprime aisement en quadrature definie Tintegrale / fa.daf , fa etant une 
fonction developpable en serie de la forme 



p etant toujours positif et plus grand que fji. En effet on a alors 

eqnation qui, en verta de la formale connae 

se transforme dans celle-ci: 

qu'on peut ecrire comme suit: 
donc 

4., /7..a^ = - _^/V(^)il^pLa», 



3. Jürgemen, sur la dicamposüian dCune certaine classe de foncHons. 89 

fonnule qui ne differe pas de celle qu'on trouve dans le memoire de 
Mr. lAouviUe (Tome 12. p. 281 de ce journ.), ce qa'on voit en y faisant 

FNx)=x.fx et en ecrivant a au lieu de x. Posant — ; — , substituant et 
renversant les limites, on troave 

ce qui est Texpression en quadrature definie, d'ou part Mr. lAouville dans le 
memoire cite. 

Maintenant, rien n'est plus faclle que d'^tendre la formule (2.) an cas oü 
/i|, fi2 etc. ont des valeurs fractionnaires comprises entre et —1, pourvu que 
Ton suppose le degre du numerateur de Fx moindre que celui du denominateur. 

En effet, on peut alors developper ^^ en serie de la forme ^3-9 p etant 

tODJours plus grand que fii. On a dans ce cas H(t-—j = 0^ donc en faisant 

Fx = 



on aura 



^.^j r(l— ^i)*/ a: — o, *' 



' on bien, en transformant les integrales en quadratures definies au moyen de 
r^ation (4.), 

OQ bien en se rappellant qoe F (fii) F {i — /*i) = — — ^— , 



.•=^. M 



9^^) 



Fx = 1" °;"°^" r' 9iKre-J de 

On peut donner ä cette equstion une forme plus simple en observant que 
donc 

*.(f) = ''(f )(i-»)-"(f r 

et partant 

5. Fx = ^T "^°^'^ C'-^.Ml. 
Dans le cas particulier on /x^ = //, = •••• = /x. = ^ on a 
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Kl) 






Ojdd 



e 

expressioü aisee de verifier lorsque n = 1 ou n = 2. 
Reprenons la formule 

9),a? etant ^{x—ai)fx. Integrant par rapport aux quantites a^^ (h^ .... a^ 
et aux indices //i, fi^'i • • • • i^n? on en tire, en designant par Fx le resultat de 
rintegration, divise par /'(l— iUi).r(l— ^ij)...,, et faisanl 9)<x= (x— a,)~^'Fx, 

oii ron ne doit point ajouter de fonction complementaire, parceque Fx 
s'evanouit lorsqne a.. = oo . 

Multipliant les deux membres de cette equation par a^, m elant on 
nombre entier, remarquant que 






et faisant pour abreger S — -^ / a/IWiOidaf = 5^ on a 

t=i ^\}—Hd^ 

x-Fx = T-p^^ r^-l^ 

Or, en developpant Texpression de Fx suivant les puissances descendantes 
de o;^ on voit sans peine qu'on peut representer la fonction 

S^,+S^^,x+S^,x' + --+S,x^-'' + S,x'^'' par h[^], 

d'oü Ton conclut, en etendant a X.Fx, X etant ane fonction entiere quel- 
conque, ce qui a ete dit de af'Fx, que si Ton fait 

Fx = 5 ; ; , et q>i X = (x— a.y "^' Fx. 

on a toujours 

Fx = 'S"—* n.^lSi.8^i+H[-^l 

formule correspondante ä l'equation (2.) pour le cas de valenrs negatives et 
fractionnaires de fii^ ^, .... /u^ comprises entre et —1. Quoiqu'on ne 
puisse la verifier par Integration directe, que dans quelques cas tres-parti- 
culiers, cependant les considerations par lesquelles uous Tavons trouvee, ne 
semblent-elles laisser de doute sur son exactitude. 
24. Mars 1838. 
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4. 

Note au memoire No. 1. 



JLfanB le memoire, qu'on vient de lire, noüs sommes parvenu, en partant du 
principe de Fresnelj a la determinatioii saivante de Tonde lomineuse. 

En tm pomt quelcongue M de la surface du premier eUips&ide 
eanstruises le plan tangent, et abaissez du centre une perpendiculaire 
OP 8ur ce plan. Faites toumer ensuite le triangle MOP dans son propre 
plan autour du centre 0, de numidre qtiil decriee un angle de 90 degres. 
Dans la position nouveUe du triangle MOP^ le point M appartiendra 
ä la surface de tonde lumineusey tandis que le plan perpendiculaire ä OP 
en P (plan qui, dans la position primitive du triangle, touchoit teUipsoHde) 
sera tangent ä Tonde en M. Enfin le plan m&me du triangle sera celui de 
Vibration. 

On sait qae Fresnel a donne deux constnictions isolees, celle des 
plans tangents a Tonde, qui resolte immediatement de ses principes et 
Celle des points de Tonde, a laqnelle il est parvenu par une sorte de de- 
vination. U jugeait impraticable a effectuer les calculs necessaires pour 
Her la deuxieme construction a la premiere. M. Ampäre, en remplissant 
cette lacune, deduisit le premier, d'une maniere rigoureuse, requation de 
Tonde en coordonnees ordinaires. La construction nouvelle, en renfer- 
mant a la fois les deux constructions de Fresnel, rend inutiles les calculs 
immenses de M. Ampere. Mous Tavons fondee sur des considerations de 
premiere simplicite; le but de cette Note est de faire voir, qu'on peut en 
bannir la derniere trace de calcul. II suffit pour cela de remplacer les 
developpements analytiques, qui nous ont foumi la Solution du probleme 
suivant: 

„Un ellipsoide et un de ses points M etant donnes, conduire par ce 

point un plan diametral tel, que Tun des deux axes de Tellipse d^inter- 

section se confonde avec OM^ 

par des considerations directes. Rien de plus facile. Les tangentes en 

M a chacune des ellipses d'intersection , dont le plan passe par le rayon 

vecteur OM, forment en general avec ce rayon des angles differents: dans 
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rellipsQ a constniire cet angle est droit. Chaque ligne droite, qui, dans 
ie plan qui touche Tellipsolde en M, passe par ce point, est da nombre des 
tangentes en question; il s^agit donc de choisir parmi ces droites, celle qui 
est perpendiculaire an rayon vecteor OM. Pour cela abaissons du centre 
une perpendiculaire OP sur le plan tangent, joignons les deux points 
M el P par une ligne droite MP et menons par M, dans le plan tangent, 
une ligne droite et perpendiculaire a MP. Cette ligne droite sera la 
tangente demandee. L^on n^aura donc, qu'a faire passer un plan par le 
rayon vecteur OM et la ligne droite que nous venons de construire, 
pour que ce rayon vecteur coindde avec un des deux axes de Tellipse 
d'intersection. 



/ 




i 
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5. 

üeber die Congruenz x' + / = 1 (mod. p). 

(Theorie der trigooometrischea Fanctioneii in Bemg auf Congrueozeii«) 

(Von Qerro ThtaJor Schönemann za Beriin») 



^ L 

^Tehmen wir an, es gSbe ^wei Paaren von Zahlen u, v und Ui, Vg^ 
welche beide der Congruenz x^ + y^^l (mod. p) genügten , so da£s also 
ti'-J-t?^=:l (raod«;i) und uj + rj^l (mod. p) waren , und setzen wir 
ferner tia = tiWi— rrj, Tj = tiri + tixi?, so folgt hieraus (iij-|-rj)=s 
(ii^ + r')(tiJ4-t?J), also auch die Congruenz tiJ+t?J^l (mod. ;?)• 

Da die Relationen unter den Grofsen uv, u^ Vi und tis Vj ganz de«* 
neu der Cosinusse und Sinusse von einfachen und zusammengesetzten Bö- 
gen entsprechen^ so erlauben wir uns auch für diese Gröfsen eine ähn- 
liche Bezeichnung einzuführen« Zugleich wird hierdurch der Gang der 
Untersuchung deutlicher werden« 

Wir bezeichnen also 
u durch Gos(n)9 Hi durch cos(m)| t$2 durch cwin-^m), 
V durch siu(n)) v^ durch sin(m), V2 durch sio(n-f*m)« 
Hieraus folgt nun die Congruenz [cos (n) + sin (n) /"-l] [cos(i7i) + sin (m) /*•!] 
^ cos(n4-^) + sin(n-|-^) /^ — 1 {moä* p) und daher auch folgende 
[cos (n) + »iü (^^) /* — ^y ^ cos (an) + sSn (a n) /"— 1 (mod« p) , wenn a eine 
ganze Zahl bedeutet« Beide Congruenzen müssen^ um als richtige Folge» 
rungen der gemachten Voraussetzungen zu erscheinen | in der Art aufge« 
falst werden, dals jede die Stelle von zweien vertritt, so dab die Grofsen, 
welche in /*— ^1 multiplicirt aind, einander congruent werden, und die an- 
dern ebenfalls« 

Es gelten also zu gleicher Zeit folgende beide Congruenzen 
[cos (n) + sin (n) / — 1 ]• ^ cos (a n) + sin (a n) /"— 1 (mod. p) , 
[co8(fi)— sin n 1^— 1]" ^ cos (an) — sinCan)/*—! (mod«/?), 
aus welchen man leioht die bekannten Entwicklungen von cos (an) und 
sin (an) durch Potenzen und Producta von QM(n) und 8in(n) ableitet. 
Man erhalt nämlich 

Crclle'i Joornal d. M. Bd. HZ. B&t. 13 
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oo8(an) SS co8(n)" ^j-^ co8(ii)^-*6m(ii)* + etc., 

8io(an) = a co8(n)-* 8m (n) — Siif—i^iLi:^ oo8 (n)«-' ün(ny + etc. 



Sobald also eo8(it) und 8in(n) bc8tiinmt sind, 80 8ind e8 auch ca8(aii) 
und 8m (an), und zwar nur auf eine Webe ihrem Werthe nach; denn 
aetzt man a s ß -f- 7 s= ß'-f- 7', wo ß, 7, ß^ und 7^ ganze positive Zahlen be« 
deuten, so folgt, dab co8 ((ß + 7) it) s= co8 ((ß'+ 7O n) ist, oder vielmehr dab 
C08(ßn) co8(7n) — 8in(ßn) 8in(7n) =: oo8(ß'ii) 008(7'ii)— 8in(ß'n)8in(y'n) 
ist, weil cos(ßn), co8(ß'it), 8in(ßit) und sinCß'n), auf beiden Seiten durch 
Potenzen undProduote von 008(n) und 8m(ii) ausj^edrnckt, identische Eot* 
Wicklungen geben müssen« 

Wir bemerken noch, dals aus obigen Entwicklungen auch die be» 
kannten Ausdrucke für cos((a — ß)n) und sin((a — ß)n) folgen, vorausge- 
setzt dals a und ß ganze Zahlen seien, und dals a grüiser als ß seL 
Setzen wir nSmUch a*-*ß = 7, so erhalten wir: 

eo8(aii) = 008 (ßn) cos (711) — sin (ßn) sin (711), 
ttn (an) ss sin (ßn) cos (yn) + sin(7n) cos(ßn), 

und hieraus folgt 

cos (an) cos (ßn) + sin (an) nn (ß n) 

SB (co8(ßn)'+ sin(ßn)^ oos7n ^ co8(7n) (mod. p\ 

ttn(an) co8(ß n) — - co8(an) 8in(ßn) 

SS (cos(ßn)^4- sinCßn)^) sinyn ^ 8in(7n) (med. p)^ 

oder 

oos((a— ß)n) ^ cos(an) oo8(ßn) -{- sin (an) sin (ßn) (mod« p), 

rin ((a — ß)n) ^ sin (an) cos(ßn) — sin(ßn)cos(an) (mod. p); 

welches jene Entwicklungen sind« 

§. 2. 

Setzen wir nun voraus, dab der Modul p eme Primzahl sei, so 

folgt, dab sich die Entwicklungen von cos (/in) und sin (/in) nach dem 

Modul p sehr vereinfachen werden« 

Wir erhalten nfimh'ch 

cos(/in) B oo8(n)P— £^cos(n)^sm(n)^+.... 



.«•. + (—1)^ /ioo8(n)sin(n)^, 
shi (pn) s= ji 8b(n) oos(n)^*— t^f^i^^ 



5« Schonemann, über dU Congruenz »^-{^y^si (modf. p). Ö5 

folglich 

008 (/^n) = 008 (ny ^ oo8(ii) (moä.p)^ 



an (pn) s (-1) ' ün(tty s (^1) * %m(n) (moa./r). 
Tst also 

1) p Ton der Form 4it-f*l9 so folgt 

co8(;?n) = co8(n) (mod.p)^ sin (;?ii)= sin (n) (mod./y){ 

2) p von der Form 4ii— 1^ so folgt 

oos(/^n) = oo8(fi) (mod.p)^ ün(pri)^^mn(n) imoä.py. 
Für den ersten Fall erbalten wir hierdoroh 

cos((;>— 1)») = cos(/^ii) cos(ii) + sin(;>ii) sin(n) 

= oo8(ii)*+sb(ii)*=l (mod.;?) 

und 

6in((;7 —1)«) ^ sin(;^ii) cos (p) — sin(ii) oos(;iit) 

^ sin (n) cos (n) — sin (n) cos (n) ^ (mod. p). 

Hieraus leitet man nun leicht die Congruenzen 

cos(k(p — l)n)^l (mod.p)^ ün(k(p—l)n)^0 (moä.p) 

abf die immer Statt finden müssen^ wenn k eine ganze positive Zahl bedeutet» 

Für den zweiten Fall erbalten wir auf ähnliche Weise 

WB(iip+l)n) = l imod.p)^ sin((;^+l)n) = (moä.p) 

und 

cos(A(p4-l)n)=l (mod.;^), nn{k(p+l)n)^0 {moi.p). 

Wir können demnach folgende beiden Sätze aufstellen: 

1) Wenn p, von der Form 4ii-f*l ist und 

r ^ t (mod« p—t)9 
so wird 

GOs(rn) ^ cos(^n) (moi.p), sin (rn) ^ 6in(/ii) (mod.;!), 
denn es ist / ?on der Form r + ^C/^ — l)f folglidi 

cos(/n) SS cos[(r + A:(;i — l))n) 
= co8(rn) cos(k{p — 1)»)— sin(ri») nm(k(p — t)n) ^ cos(rn) (mod* p). 
Die andere Congruenz leitet man ahnlich ab: 

2) Wenn p von der Form 4it— 1 ist und 

r = ^ {moi.p+l)f 
so folgt auf ähnliche Weise 

cos (rn) ^ cos(/it) (moä.p)f sm (rn) s 8in(/n) (mod«p)« 

13 • 
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Was wir bis jetzt auseinander gesetzt babeo^ bezog sich wesent* 
Udi auf die Voraussetzung ^ dafs zwei Zahlen existireu | welche der Con* 
gruenz x^4*>*^^l (mod« /^) genügen. Um nun die Existenz solcher Zab« 
len» ihre gegenseitige Beziehung uud Anzahl nfiher zu erforschen ^ stellen 
wir folgende Betrachtung an« 

Jeder Zahl a aus der Zahlenreihe 0^ 1, 2^ .0.. p^^l werden eaU 
weder irgend zwei andere b und p — b derselben Zahlenreihe so entspre» 
cben^ dafs o^-f-ft^^l (mod. p)^ oder gar keine« Mit andern Worten l--ai* 
wird entweder quadratischer Rest 9 oder Nicht • Rest sein» Gesetzt nun 
1— -a^ wäre quadratischer Nicht- Rest ^ so können wir die Grolse x so 
bestimmen 9 dafs a^'^x^l {moä.p) sei« Bezeichnen wir nun a durch 
€os(n)9 ^x durch sin(ti) und bestimmen cos (an) und sin (an) wie früher^ 
so folgt 9 dafs cos (an) immer eroen rationalen Ausdruck bedeuten werde, 
weil darin nur Potenzen Ton sin(n)^ oder Ton x vorkommen; sin (an) 
hingegen wird sidi unter der Form eines Products aus ^x in eine ratio* 

naie Zahl darstellen lassen | denn der Ausdruck von ^"'v*f - enthält eben» 

falls nur Potenzen von sin(n)^ oder von x. cos(an)^-{-8in(an)^ wird aber 
nach den frBhem Entwicklungen auch hier stets ^ 1 (mod. p) sein, wenn a 
irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Wir können sin(n) in Bezug 
auf Congruenzen als einen imaginären Ausdruck ansehen^ der zwar seine 
Bedeutung erst in einer rationalen Function von sich, nämlich in sin(n)^ 
erhalt; gar wohl aber in mehrfacher Beziehung mit ahnlichen imaginiiren 
AusdrScken verglichen werden kann« 

Denken wir uns nun die Reihe der Zahlen 0| 1| 2, •••• p — 1 fai 
zwei Classen A und B getheilt, von denen diejenigen^ welche^ wenn man 
ihr Quadrat von i abzieht , quadratischen Resten coogruent werden, zur 
Classe A gehören , die übrigen zur Classe By so sind siimmtliehe Zahlen 
0, ly 2| •••• p — 1 in dieser oder jener Classe enthahen« Es ist aber zu 
beacbteni dals die Zahlen 1 und p — 1 in beiden Classen vorkommen wer« 
den, weil sowohl als quadratischer Rest wie als Nicht -Rest zu betrach- 
ten ist« Diese Eigenlhiimlichkeit wird sich indessen iu der folgenden Be» 
bandlung von selbst klar herausstellen« — Wir bemerken noch, dafs wenn 
co8(n) und cos (an) zu einer Classe gehören, auch co8(n:t^n) zu derselben 
Classe gehören wird« 
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Wenden wir nun obige Entwicklungen auf ew(yn) und auf sin{pn) 
an, 80 erhalten wir 

€08 (/in) ^ C09 (ny ^ 008 (n) (mcfä.p)^ 

gin(;in) = 8in(n)8in(n) " ^ (—1) * (moi.p). 

Gehört nun cos (n) zur Classe B, so wird 8in(n) '^^s*-<l (mod^p), 

und folglich 8in(;in)^ 8in(n)( — 1}^ (mod.p). ht ako 

1) p Ton der Form 4n4-l9 w folgt 

eos(;in)^cos(ii)| fm(pn)^ — sin (ii)^ 

demnach ist 

cos((p + i)n)=l, sin((/^+l)ii) = 0, 

daher sich auch, wenn k eine ganze Zahl bedeutet, folgende C!ongra0Dze& 

ergeben : 

cos(A:(;i4-l)it)^l (mod.;?), ün(k(p+l)ri)^0 (moä^p)* bt 

2) p von der Form 4it — 1| so folgt 

€08(;?n) ^ C08(ii)| sin(/iii) ^ sin(iO 

und daher 

co8((;i— l)n) = l, 8in((;i-i-l)ii) = 
und 

C08(A;(;i— l)n)^l (mod.p) ^ sin(A:(;i— l)ii)^0 (oiod«p)« 

Es ist aber fSr den ersten Fall die Congruenz Bm{(p'^l)n)^0 und (Qr 

den zweiten sin((/i— l)it)^0 (mod.p) so zu verstehen | dab bn ersten 

Falle 'J!l(iE±hlO j^ .^^iten !!!l«£±^ = o (mod.p) werden. 
Wir können denmach folgende beiden SStze aufttelleDy 

i. 5« 

Gehört cos(ii) zur Classe B, so wird 

1) wenn p von der Form 4n-|*l ist, 

60s(rn)^cos(/ii) (mod.p) sein, 
wenn 

r^( (mod«)9-fl); 

2) wenn p tou der Form 4n — 1 ist, so wird 

oos(rii) = cos(^ii) (mod.p) sein, 
wenn 

r^f (mod.p — 1) ist« 

Fassen wir also die Resultate des §. 3« und des $• 5. zusanmien, 
sd erbalten wir folgende Sätze« 
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h Ist p von der Form 4n+l und gehört coB(it) 
o) zur Classe A^ so wird 

wenn 

r^t (mod.;? — 1) ist; 

1^) gebort cos(n) znr Classe B, so wird 

cos (rn)^ cos (^n) (mod./y) sein^ 

wenn 

r^t (mod,;?-4-l) ist» 

n« Ist p Ton der Form 4n — 1 und gehört cos(ii) 

o) zur Classe A^ so wird 

cos (rn)^ 008 (/n) sein, 

wenn 

r^/ (mod«p+l) ist; 

h) gehört cos(ii) znr Classe JB> so wird 

oos(rii)^co«(^ii) sein, 

wenn 

r^t (mod.;?— 1) ist« 

i. 7. 

Lehrsatz« Gehort cos(it) zur Classe A, und a ist die kleinste 
ganze 2«ahl| welche der Congruenz cos(aii)^ 1 (mod«;?) genagt, so ist 
a ein Theiler von i^ — 1 oder von p + l^ je nachdem p von der Form 
4n-f 1 oder von der Form 4n— 1 ist« 

Gehort cos (n) aber zur Classe B, und a ist die kleinste Zahl, welche 
der Congruenz cos(an) ^ 1 (mod«;?) gen5gt| so ist a ein Theiler von 
p-^-l oder von p — 1^ je nachdem p von der Form 4ii-f>l oder von der 
Form 4n — 1 ist« 

Beweis« Für die entsprechenden Fülle bezeichne m entweder 
p^t oder p—U Setzen wir nun voraus^ a sei kein Theiler von n, so 
sei mssy»'\'V und v der kleinste Rest von m nach dem Modul a, also 
cf > r* Bilden wir jetzt co8((i7i — yoL)n)f so muCi diese Zahl, da 
cos^'Tin)^! (mod.;?) und cos(yan) ^ 1 (mod.;?), offenbar auch 
^1 (mod.;?) werden: folglich genügte v gegen die Hypothese der Con« 
gmenz cos(rn)^ 1 (mod.;?)« Es kann also m, durch a getheilt, keinen 
Rest lassen I oder mit andern Worten m muls ein TieUaches von a sein« 
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Jede andere Zahl ß^ die der Congraenz eon{ßn) genügt | befindet sich in 
demselben Falle wie m gegen a, d« h« sie muls ein Vielfaches von a sein» 
Ist nun a die kleinste Zahl^ die für einen bestimmten cos(ii) die 
Congmenz oo8(an)^l (moimp) realisirt, so wollen wir sagen oos(ii) 
gebore zur Zahl x. 

t. 8. 

Betrachten wir nun die Congmenz vom aten Grade cos(an)^l 
(moä.p)^ und denken sie uns nach Potenzen von cos(n) entwickelt | so 
bemerken wir zuerst^ dals auch jede von den Grofsen : cos (2 n), oos(3 n), • • • 
. • • cos (an) für cos(ii) gesetzt ^ diese Congmenz realisuren werde ^ weil| 
sobald cos(an)^l (mod^p) ist^ auch oos(aßii)^l (mod.p) folg^ wenn 
ß eine ganze Zahl ist« Ferner wird, wenn a^ß ist^ oos((a— ß)n)^ 
cos(ßn) (modnp) werden, wie man leicht aus der Entwicklung sieht: folg« 
lieh werden in der Reihe cos(n), cos(2n)9 • •• • cos (an) je zwei Glieder 
oongment werden , cos (an) allein ausgenommen | wenn a ungerade ist, 

aulser welchem , wenn a gerade ist, cos^-^nj ebenbUs noch allein ste« 

hen bleibti und noth wendigerweise ^ — 1 (mod. p) wird, da 2 cos (^nj —1 
^ cos (an) ^ 1 (mod. p) ist» 

Die entsprechenden Sinusse von co8(ßn) und von oos((a— ß)n), die 
offenbar durch die Congmenz sin(ßn)^±sin((a— ß)n) verbunden sind, 
müssen entgegengesetzte Zeichen haben; denn setzten wir sin(ßn)^ 
sin((a-*ß)n)| so mulste, wenn a — ß s= ß^ gesetzt wird, je nachdem 
ß'>ß oder ß>ß' wfire, co8((ß'— ß)n) oder oos((ß — ßOn) = 
cos(ßn)^-f'^(ß^)^^l (mod.;^) werden, gegen die Voraussetzung, da 
doch ß— 'ß' oder ß'— *ß jedenfalls kleiner als d sein muls« Zugleich folgt 
auch hieraus, dals nicht mehr als zwei Cosinusse in der Reihe cos(n), 
eos(2n), •••• cos (an) gleich werden können, da die ihnen entsprechenden 
Sinusse nicht alle unter einander entgegengesetztes Zeichen haben könntenc 

Bemerkt man nun ferner, dals 
1) wenn a ungerade ist, 

CDS (an) — 1 

C08(lt) — 1 

a=:Ä{[cO»(n)— O08?^][o08(n)-O082^]....[o08(»)-.008(~^)|J]}' 

ist) wo £ eine bestimmte ratioaale Zahl bedeutet, und dab, wenn 
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2) a gerade ist^ 

/co s(aii)— 1 
cos(ii)» — 1 

= K'j[c08(n)-.C08^](c08(n) — C082^] ..•• [co8(») 

ist, wo K^ ebenfalk eine bestimmte rationale Zahl bedeutet^ dals sich fer- 
ner die Gröisen io den Klammem als eine rationalei durch ganze Zahlen 
ausgedruckte Function von cos(ii) schreiben lassen , so sieht man leicht 
eiui dab die GrSise auf der linken Seite des Gleichheits- Zeichens ^0 

(mod«;?) gesetzt I im ersten Falle nicht mehr als — j-i im zweiten Falle 

nicht mehr als ^ verschiedene Wurzeln zulassen kann« Hieraus folgt 

nun, dab wenn irgend ein conin') auch zur Zahl a oder zu einem Factor 
derselben gehürti also der Co ngruenz cos(an^)^l (modßp) genügt^ C08(n^) 
noth wendigerweise unter den Gröfsen co8(n), co8(2n), •••• cos (an) vor« 
kommen mässe^ weil sonst dieCongruenz co8(an)^ 1 (mod*/?) mehr ver- 
schiedene Wurzeln zulielse als sich aus Torigem ergebeut 

§• 9« 
Gehßren zwei Cosinusse cos(ii) und G08(nO aus derselben ClassOi 
zu zwei Zahlen a und a' die zu einander relative Primzahlen sind^ so 
muls cos(it + n^) zu aaJ gehören; denn es folgt leicht^ dals cos(aa^(ii+V)) 
^1 (mod./?) sein müsse ^ folglich miifste die Zahl a^', zu der cos (n + n^) 
gehören mag, ein Theiler von aa^ sein. Da also cos(a^^(n±itOy^l (mod.p) 
ist| so folgt auch cos (a a'^ (n + n^)) ^ 1 (moä.p) und hieraus cos(aa'^n^) 
^ 1 (mod.;?), folglich ist aa'^ ein Vielfaches von a', also ist a'* selbst ein 
Vielfaches von a'; ahn lieh beweist «man^ dafii a'^ ein Vielfaches von a sei, 
und hieraus folgt dann iK^saa^ Hätten nun aber die beiden Zahlen a 
und a^ einen gemeinschaftlichen Theiler , so kann man dennoch durch 
cos(ii) ond cos(n') einen Cosinus finden, der zu dem kleinsten Vielfachen 
von a und af gehört« Denn es sei 

80 dals A, Bj C, .... M, N, R etc. verschiedene Primzahlen und a, h, 
c etc., a', h', & eto. ganze positive Zahlen oder bedeuten; ferner seien 
die Zahlen a, h, e etc. bis m einzeln gleich oder gröfser als a, b, c etc.; 
m% n% r' eto. aber einzeln gröfser als m, %r etc., so wird €os(i(f'" A^"/S''n) 
2u Ä'BW und QMiÄ'*B^'C''n') zu itf"''iV'*'Ä^ gehören; folglich wird 
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nach dem Vorigen cos(ilf"*iV»Ä^ii + ^*'ß*'C^ «'] zu ^«FC^...^''*iV"Ä'^ oder 
zn dem kleinsten Vielfachen von a and a' gehören. 

Nimmt man jetzt aus irgend einer Classe eine beliebige Anzahl Co- 
sinusse: cos(ii'), cos(ii"), — cos(i»^''^), so kann man aus den vorhande- 
nen offenbar einen solchen cos(ii) bilden, dafs cos(i»'}, cos(i»"), cos(n^''^) 

in der Reihe cos(i»), cos (2 1»), ... . cos{an) enthalten sind; denn hierzu 
ist weiter nichts erforderlich, als dafs a das kleinste Vielfache d'erjenigen 
Zahlen sei, zu welchen cos(ii'), cos(ii"), .... cos(ii^**^) gehören; welches 
nach dem Vorigen immer erreichbar ist. Hat man nun zwei Cosinusse 
cos(ii} und cos(i») gebildet, von der Art dafs in der Reihe cos(»), cos 2»), 
cos(3ii). .... cos (an) sämmtliche Cosinusse der ersten Classe enthalten 
sind, in cos(iii), cos(2i»), cos (Sin), .... cos{ßm) sämmtliche Cosinusse 
der zweiten Classe, und gehört cos(n) zur Zahl a^ cos(m) zur Zahl ß^ 
so mufs a ein Theiler von p — l oder p+\ sein, je nachdem p von der 
Form 4«+l oder 4« — 1 ist, ß mufs dagegen entsprechend ein Theiler 

von p — i oder von p+l sein. Es sei also a = ^~^ , ß = "-r; » Be- 
merken wir nun, dafs in den Reihen cos(ii), cos(2ii), .... cos (an) und 
cos(m), cos(2iii), .... cos{ßfn) die Zahlen der entsprechenden Classen 
aufser +1 und —1 doppelt vorkommen müssen, dafs aber +1 und — 1 
in beiden Classen einzeln vorkommen, so sieht man leicht ein, dafs 

^i— + ^^— = 2p, oder gleich der doppelten Anzahl der Gröfsen 0, 1, 

2, .... p — 1 , welche die erste und zweite Classe bilden , sein müsse. 

Die Gleichung -^4^ + -^-^7— = 2 j» kann aber nicht anders bestehen, als 

wenn d und d' gleich 1 werden; und hieraus schliefsen wir: dafs es in der 
ersten Classe gewisse Cosinusse gebe, die zur Zahl p—l oder p+i gehören, 
nachdem p von der Form 4n + l oder 4n — 1 ist, und in der zweiten 
Classe solche, die für die entsprechenden Fälle zu j9+l oder p—i ge- 
hören. Nennt man nun diejenigen Cosinus, die zu j9±l gehören, primi- 
tive Wurzeln der Congruenz cos{{p±i)n)^Ezi (mod. j»), so sieht man 
leicht, dafs es stets so viele primitive Wurzeln solcher Congruenz geben 
werde, als respective relative Primzahlen zu p±l vorhanden sind, die klei- 
ner als p + i sind. 

Crelle'8 Journal d. M. Bd. XIX. Uft. 2. 14 
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§10. 

Bevor wir nan unsere Untersuchung fortsetzen, wird es gut sein, für 
einige Zahlen die beiden Classen der Cosinusse mit den entsprechenden 
Sinussen aufzustellen. 

Es sei also j9 = 13, so ist eine primitive Wurzel der Congruenz 
cos(12i»)^1 (mod. 13) congruent 2, der entsprechende Sinus =e+ 7 (mod. 13). 
Wir wählen das obere Zeichen aus einem Grunde, der sogleich hervortreten 
wird. Demnach ergiebt sich nach dem Modul 13: 

cos(»)^ 2, cos (2«)^ 7, cos (3«)^ 0, 

sin(ii)^ 7, sin(2ii)^ 2, sin (3«)^ 1, 

cos (4») EEz —7, 008(5«) ^ —2, cos(6ii) == —1, 

sin(4ii)^ 2, sin(5ii)^ 7, sin(6»)^ 0, 



cos(7n)=:— 2, cos(8«)^— 7, cos(9«)^ 0, 

sin( 7«) = -7, sin(8ii) = -2, sin(9yi) = ~1, 

cös(iO«)= 7, cos(ll«)= 2, cos(12») = +l, 

sin(10ii)= 2, sin(llii) = -7, sin(12»)= 0. 

Da cos(12«) = l ist, so mufs cos(6ii)^— 1 und cos(3ii)^0 werden, 
indem 2cos(3ii)^— 1 ^: — 1 (mod. 13) ist; sin(3ii) ist folglich +1, beide 
Zeichen werden aber den beiden Zeichen von s\n(n)=^±7 entsprechen; 
deshalb wählten wir bei letzterem das Zeichen mit Fleifs so, dafs sin(3i») 
= + 1 (mod. 13) wird. 

Die Analogie obiger Reihen mit cos ^2^7^ 008^^2271 etc. und 
siUjV^^^ sin f'^ 2 71 etc. fällt in die Augen. 

Stellen wir jetzt die zweite Classe auf, so ist 3 eine primitive Wurzel 
der Congruenz cos(14.i»)^l (mod. 13), und wir erhalten: 

cos(iii)^ 3, cos(2m)=b 4, cos (3m) ^ 8, cos(4iii)^-8, 

sin(i») = y5, sin(2iii)= 6|/5, sin (3m) = 9}/5, sin (4m) = 9|/5, 

cos (5m) ^ ~4, cos (6m) ^ -3, cos (7m) ^ -1, 

sin (5m) = 6|/5, sin (6m) = yS, sin(7m) = 6|/5, 

cos (8m) ^-3, cos (9m) ^-7, cos (10m) ^-8, cos(llm)^ 8, 

sin (8m) = -|/5, sin (9m) = -6 1/5, sin ( 1 Om) = -9 y/ö, sin ( 1 Im) = -9 j^5, 
cos(12m)=£E^ 4, cos(15m)^ 3, cos(14m)^+l, 

sin ( 1 2m) = -6 ]/5, sin (1 3m) = -j/ö, sin (14m) = 0|/5. 

Die Analogie dieser Reihen mit cos ^^ 2^1^ cosfV27z etc. und sinj^27i^ 
sin ^2 7? etc. fällt in die Augen. 
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Wir wollen jetzt noch beide Classen für einen Modal von der Form 

4ii— 1, also z. B. fOr 11 aufstellen. Man erhält für die erste Classe 

cos(ii) ^ 3, cos (2«)^ 6, cos (3«)^ 0, 

sin(«)=5 6, sin(2ii)^ 3, 8in(3»)^+1, 

cos(4ii) 1= —6, cos(5ii) ^ —3, cos(6«) ^ — 1, 

sin (4«) HI 3, sin (5«) ^ 6, sin(6ii) -zeb 0, 

cos(7«)^— 3, cos(8ii)=:— 6, cos(9»)£= 0, 
sin(7«)EH— 6, sin(8»)^— 3, sin(9ii)^— 1, 

cos(lOii)^^ 6, cos(11»)e= 3, cos(12ii)^+1, 
sin(lOii) ~ -3, sin (lln) = -6, sin(12ii) = 0, 
und für die zweite Classe: 

cos (m) ^ 2, cos {2 m) ^ 7, cos (3 m) ^ — 7, 

sin(iii)= yS, sin(2iii)= 4^/8, sin(3iii)= 4^/8, 
cos(4i») ^ —2, cos(5iii) ^ —1, 

sin(4iii)E= |/8, sin(5i?i)^ 0|/8, 

cos(Om) EH —2, cos(7iii) = -7, cos(8i») =: 7, 

sin(6iii) = -|/8, sin(7w) ~ -4 j/8, sin(8i») ee -8)/8, 

cos(9i»)^ 9, co8(10iii)^+l, 
sin(9iw) = -^S, sin;10m) ^ 0y8. 

§. 11. 

Wir wollen jetzt die Anzahl der Auflösungen der Congruenz x^ + y^ 
^ 1 (mod. p) bestimmen. 

Es sei also erstens p von der Form 4^+1. Ist nun cos(») eine 
primitive Wurzel der Congruenz cos((j»— l)ii).^l (mod. j»), so sind alle 
Auflösungen, in welchen für x und y reelle Werthe auftreten, in 

cos(w), cos(2wj, .... cos((j»— Ij«) und 
sin(»), sin (2«), .... sin((/i— 1)») 
enthalten. Demnach giebt es (j»~t) Auflösungen der Congruenz x^+y^ 
^1 (mod. p). Im Allgemeinen wird es indessen, wenn die Cosinusse 
immer dem x entsprechen, vier verschiedene Darstellungen einer bestimm- 
ten Congruenz x]'\-y\^:^l (mod. p) geben; denn entsprechen dieser 
Congruenz die Werthe x, = cos(,a«), y, ^^sin(^i»), und setzen wir voraus, 

dafs l^<i^-2~ s^'? s^ werden derselben Congruenz auch noch folgende 

Werthe entsprechen: 

14« 
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X, = cos[(p-i-fi) «], y, = sm[(jj-l -/x) «], 
x, = cos[(^^= — ^)«], y, = sin [(^^ -(«)«], 

X, = cos f(^^ +,")«] , yi = sin [(^^ +.«)«] • 

n i 

Für ju = ^-j- fällt aber die erste und dritte Darstellan^, so wie die zweite 
und vierte, in eine zusammen. Eben so fällt für den Grenzfall, wenn 

l^'=2~ ^^^^'i ^^^ ^^^^^ ^^^ zweite Darstellung zusammen, und die 

dritte und vierte ebenfalls; oder, wenn man will, die dritte kommt gar 
nicht vor. 

Um jedoch die Untersuchung mit der gröfsten Anschaulichkeit zu 
fuhren, wollen wir sofort die p—l Lösungen in vier Gruppen theilen, de- 
ren jede gewissermafsen einen Quadranten ausfüllt. Die erste Gruppe wird 

nämlich gebildet von cos(ii), cos (2«), .... ^ösK^^Jnl mit den entspre- 
chenden Sinussen; die zweite von cos[(^^+l)«J, cos[(^^ +2)«J, ... 
. . . cos[(— "^-)wj und den entsprechenden Sinussen, die dritte von 
cosK^^^ — ^"0^1^ ••• ^^^L^C^i~/'*l ^^^^^ ^®" entsprechenden Sinus- 
sen, und die vierte von cos^S^^^ — l"vH' **•• ^os[{p—i)n] nebst den 

entsprechenden Sinussen. Schliefsen wir aus den Lösungen der Congruenz 
x^ + y^^l (mod. p) die Lösung (0)^+(lf^l (mod. p) aus, so wer- 
den alle wesentlich verschiedenen Lösungen (unter welchen ich solche ver- 
stehe, die aus einander, nicht durch Combination der Zeichen + und — 
in den Wurzelgröfsen hervorgebracht werden) im ersten Quadranten ent- 
halten sein, wenn wir die Werthe cos\j-~^nJ und sin(^^«j auslassen. 

Wir erhalten also ^ 1 verschiedene Lösungen der Congruenz x^ + y^ 

EE^i (mod. j»), wenn wir für x die Werthe cos(ii), cos(2ii}, .... 

^^^K 4 — O'*! ""^ ^^^ y ^'^ entsprechenden Sinusse setzen. Unter den 

ersten Werthen können sich weder zwei gleiche, noch solche befinden, 
die sich blofs durch das Vorzeichen unterschieden; denn nach dem Vorherge- 
henden können in der Reihe cos(«), cos(2w), cos(3«), .... cos((j»— 1)«) 
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nur höchstens, wenn man auf das Zeichen keine Rücksicht nimmt, vier 
Werthe zusammenfallen, und die übrigen drei lassen sich für jeden ein- 
zelnen Werth aus dem ersten Quadranten leicht in dem andern nachwei- 
sen. Es werden daher die übrigen Lösungen wesentlich verschieden sein, 
in sofern sie nicht durch Zeichenverwechslung hervorgebracht werden kön- 
nen. Dennoch fallen von jenen Lösungen im Allgemeinen noch zwei zu- 
sammen, nämlich diejenigen, Welche durch Verwechslung der Ordnung her- 
vorgebracht werden. Es ist nämlich cos («) rE= sin [(^^^ l)«J und 

in in) ~ cos[(^^~l)ii] , cos (2«) ^ sin [(^^^—2)»] , sin (2«) ^ 

eos [(^^^ 2)«] etc., so dafs also die Lösung cos {nf + sin {nf e^ 1 

(mod. p] eigentlich mit der folgenden cos[(^-j l)iij +sin[(^^ l)»j 

zusammenfällt, etc. Wir werden also zwei Fälle zu unterscheiden haben; 
nämlich 1) wenn ^-j 1 durch 2 aufgeht; dann fallen je zwei Lösun- 
gen zusammen, und wir erhalten ihre Anzahl in der Formel i(^-T 1) 

und 2) wenn ^—j 1 nicht durch 2 aufgeht; dann fallen aufser einer 

je zwei Lösungen zusammen, und wir erhalten demnach ihre Anzahl in 

der Formel i{^-^ ^)+ k = l ip — ^)- Nennen wir die Anzahl der 

Lösungen 1», so erhalten wir für den ersten Fall fn==j^[~^ 1^, folg- 
lich p = 8m + 5, und für den zweiten Fall f»=^^(/> — 1), folglich 
p = Sin+l. 

Wir können demnach folgende beiden Sätze aufstellen: 

1) In jeder Primzahl von der Form Sm+b zeigt m die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Lösungen der Congruenz a:' + y^":^l (mod. p) an. 

2) In jeder Primzahl von der Form 8m + i zeigt m die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Lösungen der Congruenz x^ + y'^h^l (mod. p) an. 

Wenn p von der Form 4«-l ist, so wird die Untersuchung ähn- 
lich geführt. Ist cos(w) eine primitive Wurzel der Congruenz cos[(;; + l)ii] 
r :f 1 [mod, p)^ so sind sämmtliche Werthe, die den Lsöungen der Con- 
gruenz oj^ + J^^^- 1 (mod. p) entsprechen, in cos(«), cos(2it), . . . . 

cos I (-^^j w^\ ""^ ^^^ entsprechenden Sinussen enthalten. Im All- 
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gemeinen fallen nun aber, wie oben, je zwei Lösungen in eine zusammen. 

Wir unterscheiden also wieder folgende beiden Fälle: 1) (^—^ 1) gehl 

durch 2 auf; dann beträgt die Anzahl der sämmtlichen Lösungen 

4(^^-1); 2) (^^-1) geht nicht durch 2 auf, dann beträgt die 

Anzahl der sämmtlichen Lösungen 2 (-^^ l)+i=i(P+l)- Nennen 

wir nun die Anzahl der Lösungen wieder m, so erhalten wir sie für 
\) pz=8fn + 3 und ffir 2) p^Sn!--!. Wir können demnach folgenden 
allgemeinen Satz aufstellen. 

In jeder Primzahl von einer der vier Formen 81»+ 1, 81» — 1, 8m + 3, 
8m + 5 zeigt tn die Anzahl der wesentlich verschiedenen Lösungen der 

Congruenz 

x^ + y^z^i (mod. p) 

an, wenn wir die Lösung (0)' + (1}'^e1 (mod. p) ausschliefsen. 

Unsere früheren Betrachtungen geben uns auch Mittel an die Hand, 
auf die Congruenz x^+y^^i (mod. p) noch näher einzugehen. Durch die 
Classe B kann man nämlich die Anzahl der wesentlich verschiedenen Lö- 
sungen jener Congruenz unter der Bedingung finden, dafs x^ zwar einen 
quadratischen Rest, y^ aber einen quadratischen Nicht-Rest andeutet. 

Dies mag in Folgendem kurz ausgeführt werden. 1) Ist j9 von 
der Form Sm+b und cos(ii) eine primitive Wurzel der Congruenz 
C03[{p + l)n] ^ i (mod. j9), so wird es im Ganzen (p + 1) Lösungen 
obiger Congruenz geben, so dafs den Werthen x die Zahlen cos(i»), 
cos(2ii), .... cos{p + i)n und den y die zugehörigen Sinusse entspre- 
chen. Diese Gröfsen zerfallen in zwei Gruppen, von cos(») und sin(ii) bis 

cos[(^^— )«] und sin[(^^|^)wj und von cos[( ^^ )iij und sin [(-—-)«] 

bis cos[(j»+l)«] und sin[(j»+ 1)«], welche beide dieselben Lösungen lie- 

fem. Wir erhalten also T^ oder 4iii+ 3 Lösungen; lassen wir aus die- 
sen die Lösung (— t)^ + (0)'^l (mod. p) weg, so bleiben 4m + 2 Lö- 
sungen. Von diesen fallen jedoch je zwei Lösungen in eine zusam- 
men, weil cos {nf + sin (nf ^ 1 (mod. j»), dieselbe Lösung liefert wie 

^^^l(^T 0**] ■'"^^"[(2 O^J ^^ (niod. p) etc. Wir erhalten also 

2m 4- 1 wesentlich verschiedene Lösungen der Congruenz x^ + y^^^ (mod. p), 
wenn y^ einen quadratischen Nicht-Rest andeutet. 
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Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man, 

2) wenn p von der Form 8m 41 ist^ die Zahl Lösungen obiger Con- 
gruenz =2m; 

3) wenn p von der Form 8m +3 ist, die Zahl der Lösungen =2m; 

4) wenn p von der Form 8m — 1 ist, die Zahl der Lösungen =2m— 1. 

Betrachten wir nun die Congruenz X+Y^i (mod. p), so ha- 
ben wir bis jetzt die Anzahl der Fälle untersucht, in welchen X und Y 
beide quadratische Reste sind; dann die Anzahl der Fälle, in welchen eine 
Zahl quadratischer Rest, die andere Nicht- Rest ist. Wir könnten nun 
aus diesen Sätzen, in Verbindung mit einem dritten, der sich leicht dar- 
bietet^ auch noch die Anzahl der Fälle finden, in welchen beide Gröfsen 
X und y quadratische Nicht- Reste sind, ziehen jedoch die Andeutung 
einer directen Methode vor, und wollen uns hernach jenes dritten gleichsam 
als Probe bedienen. 

Man wird nämlich leicht sehen, dafs wenn man die Reihe der Co- 
sinusse und Sinusse, die zur Classe A gehören, durch 2 interpolirt, alle hier- 
durch neu eingeführten Gröfsen, also cos(|fi), cos(|i}) etc., sin(^fi), sin(|fi)etc., 
sich als Wurzeln aus Nicht-Resten darstellen lassen, oder als Producte aus 
einer solchen Wurzel in verschiedene reelle Zahlen. 

Ferner ist es einleuchtend, dass jede Lösung von X+ Y:i^ 1 (mod. p), 
wenn X und Y Nicht -Reste sind, sich mufs durch cosf^ — ^t — )«] + 

sin I ( ^7^ — )«J =^1 (mod. p) darstellen lassen; denn durch die oben ge- 
stellte Bedingung werden cos[(2m+l)«] und sin[(2m+l)«] reell, folg- 
lich müssen diese Werthe in den Reihen cos(ii), cos(2ii} etc., sin(i}), 
sin(2ii) etc. vorkommen. 

Es sei also 1) p = Sm+b. Bezeichnet cos(w) eine primitive Wur- 
zel der Congruenz cos[(p — 1)«]^h:1 (mod. />), so sind die Werthe von 
]-Xy die zu wesentlich verschiedenen Lösungen gehören, in cos(iii), 

(4fii -4-1 \ 
— ^ — nj enthalten; die Werthe für |/y in den zuge- 
hörigen Sinussen. Dies giebl im Ganzen 2m+l Lösungen, von denen 
jedoch im Allgemeinen je zwei zusammenfallen, ausgenommen dafs die 

Lösung cos ( ^ J" — nj + sin ( ^J" — nJ ^1 (mod. p) fflr sich allein stehen 
bleibt; wir erhalten also m+1 Lösungen jener Congruenz. 
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Durch ahnliche Schlüsse findet man folgende Resultate: 



2 

* 

3 
4 



ist p von der Form Sm+i^ so ist die Anzahl der Lösungen gleich m; 
ist p von der Form Sm+S^ so ist die Anzahl der Lösungen gleich m+1 ; 
ist p von der Form 8m— 1, so ist die Anzahl der Lösungen gleich m. 

Bezeichnen wir jetzt die Anzahl der Lösungen von der Congruenz 
X+Y:^i (mod. p). in denen X und Y quadratische Reste sind^ mit ^i; die 
Anzahl der Lösungen, in denen X quadratischer Rest, y Nicht-Rest ist, mit 
A^; die Anzahl der Lösungen, in denen X und Y Nicht-Reste sind, mit A^^ 
so erhalten wir, 
1; wenn p = 8m+b ist: 

Ai = m, ^2 = 2iii + l, ^3 = iii4-l; 
2 wenn p = 8m+i ist: 

Ai = w, Ai = 2iii, -^3 = m; 

3; wenn p = Sm+S ist: 

Ai=my Ai = 2my ^3=iii+l; 

4; wenn ö = 8m— 1 ist: 

Man findet, dafs in allen Fällen Ai + Ai + A^^^^-^- i»*^ und durch 

diese Bemerkung, die sich auch leicht a priori darbietet, hätte man indi- 
rect die Werthe von A^ bestimmen können. Es drückt nämlich ^1+^2+^3 
die Anzahl sämmtlicher Auflösungen der Congruenz X+Y:^2i (mod. p) 
aus. Wenn wir die Werthe von und 1 für X ausschliefsen . so werden 
dem X noch die p — 2 Werthe 2, 4, .... p—i entsprechen. Von den 
p—2 Congruenzen, die hieraus folgen, werden aber im Allgemeinen noch 
zwei, als nur durch die Stellung von X und Y verschieden, zusammen- 

fallen, aufser der Congruenz '^^+-^:l^1 (mod. p), die allein ste- 

hen bleibt. Man erhält also überhaupt - ^ — 1" * "^ 2 wesentlich ver- 
schiedene Lösungen der Congruenz X+Y:^zl (mod. />); wie es sich aus 
dem Vorigen ergiebt. 

§. 12. 
In den Entwicklungen des vorigen §. liegt zu gleicher Zeit das Ge- 
setz, welches ausspricht, für welche Primzahlen 2 quadratischer Rest und für 
welche 2 quadratischer Nicht-Rest sei. 
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Wenn nämlich eine primitive Wurzel aus der Classe A, der Con- 
gruenz cos [(p + l)i}]^l (mod. p) einer Zahl angehört, die durch 8 
theilbar ist, so ist 2 quadratischer Rest; sonst Nicht -Rest. Daher mufs 
also 2 für die Primzahlen von der Form 8m+i oder 8m— 1 quadrati- 
scher Rest und fflr die andern quadratischer Nicht- Rest sein. Denn be- 
zeichnet cos(i}) in beiden Fällen eine primitive Wurzel der Congruenz 
cos(8mii)^l (mod. p), so wird man cos (m») eeee sin(mii) (mod. p), da- 
her auch, da cos{mnf-\'S\n{mny^i (mod. p) ist, 2cos(mfif ^1 (mod. p) 
erhalten, und hieraus folgt bekanntlich, dafs *2 ein quadratischer Rest ist. 
Ist hingegen p von der Form 8m+5 oder 8m +3 und bezeichnet cos(i}) 
in beiden Fällen eine primitive Wurzel der Congruenz cos[(8m + 4)i}]^l 

(mod. |7), so wird zwar cos( — ^ — n) ^sin( — ^^ — n^ (mod. p): beide 

•Zahlen werden aber quadratische Nicht-Reste sein; folglich wird auch 2, da 

2cosK — ^ — )f»J ^1 (mod. p) ist, quadratischer Nicht-Rest sein. 

■ 

Da dieser Satz einen Theil des bekannten Reciprocitäts-Gesetzes aus- 
spricht, so wollen wir auf analoge Weise einige Formeln entwickeln, aus 
welchen specielle Fälle des Theorems abgeleitet werden können. 

Setzen wir cos(3y)^0 (mod. p), so folgt cos(y)^— 3cos(y)sin(yf 
^0 (mod.p), oder, wenn cos(y) nicht^O (mod.p) ist, 3 ^ ^?^^^^; (mod. p). 

Hieraus leitet man leicht ab, dafs 3 von allen Primzahlen von der 
Form 12m+l und 12m~l quadratischer Rest, von den Primzahlen von 
der Form 12m +5 und 12m + 7 quadratischer Nicht- Rest sein werde. 
Denn bezeichnet cos(fij eine primitive Wurzel der Congruenz cos[(p + l)fi] 
^1 (mod. p), die zur Classe A gehört, so wird fflr die beiden ersten 
Fälle cos (^} ^ cos (m . n), folglich sin (^) e=e sin (m . n), also reell sein. Um die 
beiden andern Fälle eben so leicht zu entwickeln, setze man sin{3(p)i^0 
(mod. p), so erhält man 3 s\n {(p) cos (ipf — sin {ipf :e^ (mod. pj, oder 

3^ — y^ (mod. p). Bezeichnet also cos (nj eine primitive Wurzel der 

Congruenz cos[(p±l)f»]==1 (mod. p), die zur Classe B gehört, so wird 
man für cos (9)), cos[(2m + l)fi] setzen können. Dann wird aber s\n{(pf 
quadratischer Nicht-Rest und folglich auch 3 quadratischer Nicht-Rest sein. 
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HO 5. Sokönemann, über die Cangruen» x*'\'y*^l (mod. p). 

Um fflr 5 dns Geseti zu finden, könnte man sich der Formeln 

008 5 a; = co9flp[c09a?*+5(— 2cosa?'sina:' + sina:*)] 

= cos X [cos a?* + 5 ((cos x^ — sin x^f — cos x*)] 
oder 

sin 5 a? =s sina?[sina?* + 5((cosa:'— sina:^ — sina?*)] 

bedienen. Die vollständigen Bedingungen ergeben sich, wenn man cos (5^) 

oder sin(ö(B} nach dem Modul p congruent setzt. 

Wenn man indessen alle diese Formeln, die ihrem Wesen nach 
mit demjenigen fiboreinstimmen, durch welche Lagrange mehrere specielle 
PflUe des Reciprocitflts-Gesetses bewies, genauer prüft, so wird man finden, 
dai^ sie sich allgemein in einem Satze aussprechen lassen, den wir sogleich 
entwickeln wollen. 

Ist nflmlich o eine primitive Wurzel der Gleichung a:^— 1=0, so 

erhält man (»-«)(« — «') (a: — a— *) = a:»-» + a:^-* + aT"* H + !• 

Setzt man »=1, so geht die Gleichung in (l—a)(l—a^)(l—a') ....(1—ce^*) 



a» über« Nimmt man nun m ungerade an, und bemerkt dafs '<'*-* — 

ct"^^ :=: — f elo* ist, so erhält man 
er 



.1 ^1 



Da null m luifenide ist, so wird auch o' eine primitive Wurzd obiger Gl^ 
cbttng sein. Setzt man also in die letzte Formel statt a, a^ und zieht adP 
Mdea Seitea die Wurzel aus^ so erhilt man 



1 



Wir kdiMH iidessM diesem Avs^rvcke aKk aoeh eiie aadere Gestalt gebe«. 
E» ist lemlicli 

j^n^Ci--") ^ a^(«+l) = a^acos— = 4sia^— • 

Um erkitt folgfidu i»4em «Ma je zwei Factorea aaf dieee Weise 
zMit^ 

(2 ^ sai — sia — sia— ....sia — j^— j = % 

■T- . m _•_ 8a , S« • 3 _ 



5. Schönemann, über die Cangruen» x^-\-y^^i (mod, p). Hl 

*~^ ff 2fi fi A n 

Bedenkt man noch, dafs 2 ^ cos — cos — .... cos— 5 ^ 1 ist fwelche 

^ n n 2 n 

Formel ebenfalls leicht aus (a: — «) (a? — a^) . . . . (a: — a""^) = a?"~* + «""' + • • • 
•••+1 folgt, wenn man a: = — 1 setzt), so leitet man aus diesen beiden 
Formeln leicht die dritte 

tang— tang — tang — ....tang— 5— •— = yn ab. 

Da nun 

008(2 «a:)—l 



cosa;*— 1 



= Ä^l (cosa:— COS ~)(cos2a: — cos— ) (cos x — cos (» — 1 ) —}] 

ist, wo K eine bestimmte Zahl bedeutet, und in der Entwicklung nur 
Potenzen von coso?^ vorkommen, so folgt, dafs wenn man fQr cosa:^ 
i—z und den ganzen Ausdruck =0 setzt, die Wurzeln der transformir- 

ten Gleichung sin^ — , sin' — , sin'(^^)— sein werden. In dieser 

Gleichung wird also nach dem Vorhergehenden das letzte Glied, durch den 



n—\ 



Coefficienten von z^ dividirt, gleich s^j^iC-l)*"* werden. Ist nun p±i 

ein Vielfaches von n, also p±i =m.n, und gehört cos{n') zu n^ so folgt 

aus den frühem Entwicklungen die Congruenz: 

co82iia?— 1 

cos'o: — 1 

^Ä'[(cosa:— cos(n'))(cos2a: — cos(2nO)--(cosa:— cos(^-^»'))J (niod.p), 

welche so zu verstehen ist, dafs auf beiden Seiten die Coefficienten der 
entsprechenden Potenzen von cosx nach dem Modul p congruent werden. 

Setzt man statt cos^a:, 1 — «, oder entwickelt die Congruenz i — t-eeeO 

(mod. p) nach Potenzen von sin'x^ so ist es klar, dafs die Wurzeln die- 

— 2" *»'} sein werden. Hieraus 

(W —" 1 \* II 

~~2~^') ^2^r=i (n™od. p). Da man 

aber auch hier leicht 2""^ cos(ii')co8(2ii') cos((^^)ii') == 1 (mod. p) 

findet, so folgt auch hier: 

tang(iiOtang(2ii') — lang [y^^j n'^ ^ ^n (mod. p). 

15» 
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Ist p Ton der Form 4K+i und m ein Factor von K, so wird die 
linke Seite der Con^roenz reell; folglich ist m dann ein quadratischer Rest. 

Ist hingegen n ein Factor von p+1, so wird das Quadrat der lin- 
ken Seite der Congmenz offenbar nur dann quadratischer Rest, wenn 

«— 1 

-^ durch 2 aufgeht, sonst Nicht-Rest. Daher wird auch m, als Factor 

p + 1, nur dann nach p quadratischer Rest sein, wenn es von der Form 
4K+i ist, sonst Nicht-Rest. 

Ist p von der Form 4K^i und m ein Factor von p+l, so folgt anf 
ähnliche Weise, dafs dann n jedenfalls quadratischer Rest sein wird. Ist 
hingegen n ein Factor von 4p— 1, so wird es nur dann Rest sein, wenn p 
von der Form 4iK+l ist; sonst wird es Nicht-Rest sein. 

Die hier angewandten Schlufsfolgen wurden etwas weitlftufig und das 
Reciprocitäts- Gesetz ergab sich nicht vollständig aus ihnen. Ihre wissmi- 
schaftliche Bedeutung liegt zunächst nur in der Verbindung früherer Methoden 
mit späteren und fruchtbareren, wie wir in einer folgenden Abhandlung 
zeigen wollen. Eine tiefere Begründung und allgemeinere Durchführung 
derselben behalte ich mir für eine andere Gelegenheit vor. 
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8ar la sommation des transcendentes ä difierentielles 

alg^briques. 

(Par Mr. Jürgensen^ de Copenhague.) 



Lies theoremes de rillustre Abely qu'on trouve dans le Tome S""** p. 314, 
Tome 6"'** p. 78 et Tome 4""*" p. 200 de ce Journal, contiennent sans doute 
ce qa'on sait de plus general sur la sommation des transcendentes ä dif- 
ferentielles algebriques. Je vais montrer dans cette note, que ces theo- 
remes sont compris dans une seule formule, qui en möme temps donne 
Texpression de la somme cherchee dans le cas le plus general. Cette 
formule est celle que j^ai donnee dans mes remarques sur la decomposition 
d'une certaine classe de fonctions*), et qu'on peut ecrire ainsi: 



avec la condition que les integrales sous le signe S ne contiennent pas 
d'autres quantites dependantes de y que a., condition qui sera toujours remplie 
dans ce qui va suivre. 

Les transcendentes qui fönt Tobjet de cette note sont comprises dans 
la forme 

Jn{x,z^)dxy 

n{x, Zj,) etant une fonction rationnelle de a: et J5j^, en designant par jSj^ une 
des racines jSj, ^52^ 23, .... i„, de requation 

Z = Ä''*+Pia"-*+|?2Ä'"-H--+p.-iÄ+|i„. = 0, 
dont les coefficiens sont des fonctions entieres de x. 

Je remarque d'abord, qu^on peut reduire la fonction 7i{x, Zj,)' ä la 
forme plus simple 

l ei V etant des fonctions entieres. En effet, supposons pour un moment 
6 = 1 et 

*) Cah. 1. du tome prös. 
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ou Fl et ^1 sont des fonctions entieres de a; et JSi, et soient Pi^ Q^^ P^^ 
Qi etc. ce que deviennent Fi, ^i en y changeant jSi en j52^ ^3 ^^c- Cela 
pose, OD aara 

Or, 01 02 03 0m ^^ une fonction entiere et symetriqae des racines Zi^ 

ss2^ j53, . . . . 2„, et par consequent ane fonction entiere des coefficiens pi, 
Pi) •••• Pm^ c'est-a-dire de x seul. Et si Ton donne a I'equation Z = 
la forme 

on voit que 02 03 0m qo' ^st une fonction entiere de «1, «29 •••• «m~M 

est en m^me temps une fonction entiere de pi^ p^^^ . . . . p^_i et Si , ou bien, 
ce qui est la möme chose, de a: et Si. Maintenant, en remarquant que Pi 
est une pareille fonction, on voit que n(x, Zi)^ et par consequent aussi 
n {x, Zt) peut toujours se mettre sous la forme indiquee. 
Considerons a present les integrales de la forme 

Soit 

OX = ?iÄ'^^ + ?2«""' + — + 9m-l« + 9r«, 

9i , ^2 ? • • • • 9m ^'ont des fonctions de x et y ^ mais rationnelles et entiere's 
par rapport a x: substituons au lieu de z les racines j5|, «29 ^39 • • • • ^m de 
Tequation Z = et *formons le produit 

OZi . UZ2 . 0j53 . . . . 9z^ , 

ce qui revient a eliminer z entre les equations Z = et 0« = 0. Designant 
ce produit, rationnel et entier en x, par (px, et les racines de requation 

ya? = par ai, »21 ••.• ö.» öt faisant pour abreger (^^j=:d\ on pourra 
supposer dans la formule (1.) 

fonction, qui etant rationnelle et symetrique par rapport aux racines j5i, Zx^ 

J53, 2^, sera 6videmment rationnelle en x. Si Ton la reduit au mdme 

denominateur, et qu^apres avoir differentie le denominateur par rapport a y 
on fait X = a, , on trou ve 
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oxk Ton doit faire dans les fonctions 0, ff' eX l^ x = ai, ce qui fait 6va- 
nouir (px et par consequent au moins un de ses facteurs, Oij, par exemple; 
donc 

fx 

En substitaant cette valeur et celle de - — dans Tequation (1.) et en se rap- 
pelant qae 

•/ wie 

on a Texpression d^an nornbre n de transcendentes de la forme 

Lorsque plusieurs des racines ai, ch^ • • • • ^n sont egales , on voit 
que la valeur de Zj, et Ozj, sera aussi la möme pour toutes ces racines, de 
Sorte que le resultat de la sommation ne change pas; seulement on aura 
par exemple f^.y^Gi au lieu de tpOi. // etant le nombre des racines ega- 
les ä a,. On parvient au möme resultat en formant pour ce cas, au 
moyen des regles de la decomposition des fractions, une formule analogue 
a Tequation (!.}• 

Du cas particulier que nous avons considere, on passe au cas genöral, 
savoir ä la sommation des transcendentes 

en faisant usage d^un raisonnement tout-ä-fait semblable ä celui ÜAhely 
vol. 3. p. 319 — 20 de ce Journal. 

Cependant on y parvient plus facilement dans le cas particulier oü il 
s^agit de sommer les transcendentes de la forme 






A etant toujours une fonction entiere, et Sj, etant de la forme Cj^A, Cj, de- 
signant.une constante et A une fonction de a^. En effet, en considerant 
alors la fonction rationnelle en x, 

on voit que cette fonction ayant ete reduite au möme denominateur devient 
divisible en haut et en bas par A*^ lorsque 



116 6. Jtirgensen, sur la sommaiion des transcendenies ä dif^eniieUes algibriques. 

c'est-a-dire lorsqne requation Z = manque de ravant-dernier terme. 

fx 
Faisant donc cette fraction rationnelle = - — on pourra sapposer corome 

ci-dessus 

Par exemple, lorsque Z = j5*^— p^ ces conditions sont remplies, et Ton a, en 
designant par 1, a, «^ .... ce"*"^ les racines de reqnation «"*— 1 =0, et en 

tn 

faisant A = -\/p, 

d'oü. en formant la fonction -^r— et substituant dans (1.)« on tire la somme 
d'un nombre n de transcendentes de la forme 

Si Ton fait m = 2^ on retombe snr les transcendentes generalement nommees 
Abeliennes, et sur les transcendentes elliptiqnes lorsqne p n^est qne du 
qnatrieme degr6. 

20. Avril 1838. 



V/a, = «-*/— ^.öa.. 




7. Ramus, demonstrai. de la form, g6nir. dinUgrcü, indif. proposee par Mr. Hill. 1J7 



7. 

Deinonstration de la formule generale d'int^gration 

indefinie proposee par Mr. Hill. 

(Par Mr. Ramua, prof. k Gopenhague.) 



Xjana le 4"*" cab. du 18*"' vol. de ce Journal Mr. Hill a donne la formule 

*• /^^) = log(v«) + coiist. 
U designant le terme indepeDdant de & qui se trouve dans le developpe- 

ment de la fonction -7 r^, yj, etanl la fonction inverse de w 011 

determinee par 

2. y^x = y, x = tfj,y. 

Demonstration, Par la formule de Stirling on a 

(u-zyiuy ^„V/W+ X ^a 1.2 ^a' 1.2.3^ ^V « ^">' 
et par celle de Newton 

(l-|v«r = l + 27V«+3^(V»)'+4^(V«)'+-- 
par consequent 

uU = v,/(Oj + y//'(0),'^ + v//"(0).^||^+-- 

ou, par la sommation de la serie, 

3. uU = yj/{if;u). 

Or les equations (2.) donnent 
partant 

Orelle'g Joaraal d. M. Bd. XIX. Ha.2. Iß 
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ce qui transforme requation (3.) en celle-ci 

qui donne 

du __ tf/(u)du 
u U%p(u) ~ yf(u) ' 

et par rintegration 

/si^) =/-^^ = »o(r(V«)+const, 
ce qui est Tegaation (1.) de Hr. HiU. 

Copenhagae le 28. Sept. 1838. 
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8. 
Theorie der Modular-Fanctionen und der Modular 

Integrale. 

(Von Herrn Dr. Gudermann zu Mttnster.) 

(Fortaetznng der Abhandlung No. 1. im Iston, No. 10- im 2ten, No. 15. im Sten, No. 21. im 
4ten Hefte des rorigeo nod No. 2. im laten Hefte dieses Bandes.) 



Elfter Abschnitt. 

§. 116. 

Von den Modular-Integralen der zweiten Art. 

XJie Modular-Integrale der zweiten Art sind solche Integrale, deren Werthe 
im Allgemeinen durch Modnlarlogarithmen und durch Nodular - Integrale der 
ersten Art ausgedrückt werden. Es ist nach §. 65. 

el(o+ii)+el(a— t*) _ , fc'snacnadnasn'ti 
2 ■" ^^ l-Ä'sn'asn'ti * 

Wird diese Gleichung mit du multiplicirt und so integrirt, dafs das Integral 
für ti = verschwindet, so erhält man 

I /' /(*8Dacnadnasn*udtt 
= fi.ela— / j — Tä — i 5 • 

und es ist also rückwärts: 

. f &'8nacnadna8n*ttdti , lni(a4-ti)— lm(a — m) 

1. / i — n — i i = M.ela ^^ — 5— ^ — ^^ ^. 

yo 1 — fc'sn'wsn'a 2 

Schon im §. 39. kam vor, dafs 

fc'snacnacn'u _ fc'snacng fc'snacnadnasn'tt 
dna(l — fc'sn'asn'tf) "" dna 1 — k'sn'osn'tt 

ist. Multiplicirt man diese Gleichung mit bu und integrirt, so entsteht die 
Gleichung 

y" fc'snasncacn'tidti ,9 /' &'8nacnadnasn'tidti 
— 3 — n — i — i — = Arsnasnca.il— /,. j — r^ — j — 5 ; 
1— fc*Bn*a8n*tf J^ 1 — /r'sn'osn'ti ' 

16* 



2 



ytnadnadD'tidti ^ . /^ A'snacnadnasn* 
-j — Tä — i i — = Inadna. II — / 2 — di — « r 
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und wird hierin für das auf der rechten Seite befindliche Integral sein Wertb, 
der Gleichung (1.) gemäfs, substituirt, so erhält man die Gleichung 

y^ &'sna8DcaCD'tidti ,,0 1 \ 1 lni(a+t«)— lm(a— 1«) 
— i — jT— i — i — = (ft^snasnca— ela)tiH ^ \ — ^ -^ 

welche aber noch eine kleine Reduction gestattet. Da nämlich A:^snasnca— ela 
= elca— J? ist, so erhalten wir 

rt r A'snasnco.cn'tf.öti .« , . . lm(a + ti) — lm(o— w) 

y«) 1 — Ä'sn asn M ^ ^ 2 

^ . , j tnadnadn'tf /r*8Dacnadnasn*u . ^ , ,^ 

Da ferner tnadna — 3 — j% — § 5 — = — -. — ,,^^, ^. — ist, so erhalten wir, 

1 — A sn osn I« 1— ä sn'osn ti ' ' 

wenn diese Gleichung mit du multiplicirt und integrirt wird, 

A'snacDadnasn'tidu 
asn'ti 

und es ist also 

3. / -i — iT— i — i — = (tnadna— elaj.fiH \^ — ^^ ^• 

Da tnadna— ela=: @ra—a ist, so kann dieser Ausdruck noch für den 
Coefficienten von u in der vorigen Gleichung substituirt werden. 

Sehen wir von den constanten Factoren in den drei obigen Integralen 
ab, so sind dieselben 

/sn'ti.dti r cn'ti.dti 1 f dn'ti.öti 

1 — A'sn'asn*!« ' J 1 — fc'sn'osn'ti J 1 — /r'sn'asn'u ' 

und nach den drei verschiedenen Nodular- Functionen, welche in den 
Zählern vorkommen, nennen wir das in der Gleichung (1.) vorkommende 
Integral das Sinus- Integral ^ das in der Gleichung (2.) vorkommende In- 
tegral das Cosinus - Integral und das in der Gleichung (3.) vorkommende 
endlich das Differente- Integral. Die veränderliche Gröfse u nennen wir 
das Argument des Integrals und die Constante a den Parameter, Jedes 
der drei Integrale hängt also von drei Gröfsen ab: von dem Argumente Uy 
von dem Parameter a und von dem Modul k. Wir wenden die folgende 

Bezeichnung an 

/r'snacnadna.sn'ti.du 

/('sDasnca.cn'K.dti 
asn'K 
"tnadna. dD*t<. du 
'asn'ti 



r^ , . /"/r'snacDadna.sn' 

@ (ti, a)=/ z — Ti — i r 

S(fi, a) = / — 2 — n — t 
CT^, . /'tnadna. dl 
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und ändern diese Bezeichnung ab in @' (u, a), @^' (u, a\ S)' {u^ a) , wenn der 
Modul Ar mit k vertauscht wird. Hiernach haben wir also die drei Funda- 

mental-Formeln 

r^ f ^ I \m(a-\-u) — \m(a — u) 
@(fi,a) = tt.ela ^ ^ ^ ^ — ^^ -^ 

Kf \ (1? 1 \ . lm(a + ii)— lm(a— ti) 

S(fi,a) = -fi(jB— eIco)H ^^ — '—^^ — ^^ -■-, 

%{uya) = f4(tnadno — ela)+ '"C^ + ^J— — \^—'^) ^ ^^^^ ^^^^ 

2)(fi, a) = fi{®ra— a) + — % — ^ 

Die vorstehenden drei Integrale hängen auf eine einfache Weise von einander 
ab. Es ist zunächst 

@(ti^a)+@^(ti^a) = /r^snasnca.ti und 

@(fi. o) + 2)(w3 a) = tnadna.ti = .ii, 

rts , V r^ , . dnco A'cnca 

, , j ,, A"tna dnea ^enca . , 

da tnadna — & snasnca = — i = -7 = ist. 

dna tnca cna 

§. 117. 

Eintheilung der Modular-Integrale der zweiten Art in vier Classen. 

Die Modular-Integrale der zweiten Art haben einige Aehnlichkeit 
mit den im Zusätze zu §. 61. aufgeführten achtzehn Integralen; die zu 
integrirenden , mit du multiplicirlen Functionen des §.61. enthalten im Zäh-* 
ler entweder nur eine Modular- Function des Argumentes Uy oder zwei 
verschiedene Modular- Functionen des veränderlichen Argumentes u; wo- 
gegen in den Zählern der Integrale @(ff^a), ^iu^a) und %{Uya) hinter 
dem Integrations- Zeichen das Quadrat einer Modular- Function des Argu- 
mentes u vorkommt. 

Diese Aehnlichkeit läfst sich noch weiter verfolgen. Die Aus- 
drücke der Werthe der Modular-Integrale enthalten jeder den halben Un- 
terschied der Modular -Logarithmen der Argumente a+u und a—u, und 
so wie die Werthe der im §. 61. aufgeführten achtzehn Integrale sich theils 
als hyperbolische, theils als cyklische Arcus darstellen lassen, so läfst 

sich auch die Differenz — 2 — ^ ^^^^ ®'^ ®^" hyperbolischer, 
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bald als ein cyklischer Arcus ausdrücken. Setzt man überhaupt lnia; = 
log(<pa:), so ist auch lra(o + tt) = logy(o+ii) und lm(a — «i) = log <p (0—11, 

also 

lin(a + ti)— lm(a— ti) _ , / y(g + ti) 

Sind nun a und ti entweder beide reell, oder beide imaginär, so läfst sich 

der Bruch ^^^^ { in beiden Fällen unter die Form -^^Hr bringen, worin 

q>{a — u) P — Q ® ' 

P und Q reell ist, und es ist also die Differenz 

ein hyperbolischer Arcus y welcher auch wohl als ein Aggregat mehrerer 
hyperbolischen Arcus dargestellt werden kann. 

Wenn aber eines der beiden Argumente a und u reell, das andere 

hingegen imaginär ist, so läfst sich die Differenz — 6 — ^ ^^ ^^^'' 

den Fällen in der Form log y p_^! darstellen, in welcher wieder P und Q 
reell sind und es ist also nun 

ein cyklischer Arcus, welcher auch wohl als ein Aggregat mehrerer cy- 
klischen Arcus dargestellt werden kann. 

Man kann daher die Modular-Integrale der zweiten Art eintheilen in 
solche, welche von hyperbolischer Natur sind und in solche, welche von 
cyklischer Natur sind, oder besser sogleich in vier Classen von Integralen, 
wovon zwei zur ersten und zwei zur zweiten Gattung gehören. 

Die drei Integrale S{Uya)^ S(ti^a), ^{u,a) machen, wenn a und u 
reell sind, eine Classe von Integralen mit hyperbolischer Natur aus; setzt 
man aber ai für a, so wird jedes der drei Integrale imaginär; es enthält 
dann den Factor i; läfst man diesen Factor weg, so sind die Integrale reell 
und von cyklischer Natur; wir bezeichnen sie aus diesem Grunde mit 
S(ii,o), C(ii,a), D{u,a). 

Setzen wir in den vorigen sechs Integralen ui für u und führen 
sogleich reelle cyklische Modular- Functionen des Argumentes u ein, so 
erhalten sie den Modul k\ Um dieses zu vermeiden, vertauschen wir 
in den sechs vorigen Integralen zuerst die beiden conjugirten Modul, ehe 
wir ui für i setzen. Dadurch erhalten die Sinus -Integrale den Factor — «, 
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die Cosinus- und Differente-Integrale aber den Factor j^ und nach Weg- 
lassung dieser Factoren verwandeln sich die drei Integrale @'(ti^a), Q^Xu^a) 
und^'(fi^a) in drei andere von cyklischer Natur, welche wir durch 'S(«i, a), 
'C(Uya) und 'D{u,a) bezeichnen. Die drei Integrale S\u,a). (^{u^a) und 
D'{Uy a) aber verwandeln sich nun in drei Integrale von hyperbolischer Natur, 
welche wir durch '@(ti, a), %{u^a) und '^{u^a) bezeichnen. Hiernach 
haben wir also im Ganzen zwölf Modular- Integrale der zweiten Art, und 
hiervon rechnen wir 

Zur ersten Classe: S{u^a\ C{u,a)^ D{u,a)\ 

Zur zweiten Classe : @ (fi^ a), ' ^ {u, a), ^ {u, d) ; 

Zur dritten Clcuse: 'iS(ii, aj, 'C(tt, a), 'Z)(ii, a); 

Zur eierten Classe: '©(«, o), 'S(ii, o), '$)(«, o). 

Bald nachher werden wir einen hinreichenden Grund ffir diese besondere 
Anordnung der Reihefolge der vier Classen angeben. 

Die * folgenden einfachen Gleichungen drQchen in imaginärer Form 
den gegenseitigen Zusammenhang unter den zwölf Integralen aufs voll- 
ständigste aus: 

1. @(ii,at) =fiS(tt,a), ^{u,ai) = f C(ii,a), ^(u,ai) =^iD{u,a) 

2. S(tt,af) =t©(tt,a), C(tt,af) = tS(ii,a), Diu,ai) = t2)(ti,ö) 

3. ©'(«!» = -i'S(u,a), ®'(tif» = f 'C(ti,o), 3)'(ttf,a) = i'D{u,a) 

4. 'S'(tit,a) = -t©(tt,a), 'C(tit,a) =f®(«,ö), 'Z)'(«i,a) = f3) («,a) 

5. S'{ui,a) = -t'@(ti,ö}, C{ui,a) = i%{u,a), D\ui,a) = t'3)(«,a) 

6. '©'(«f,a) = -tS(ii,a), 'S'(«t» = f C(«,a), '3)'(iit,a) = tZ)(«,a) 

7. 'S(ii,of) = t'@(«,o), 'C(tt,at) = i%{u,a), 'D{u,ai) = i '3)(«,o) 

8. '@(ii,ot) = VS{u,a), %{u,ai) = i'C{u,a), '3)(tt,af) = t'Z)(ii,o) 

und aus ihnen erhält man noch durch Zusammensetzung die folgenden 
Formeln: 

9. iS'(iif,at) = 'S(tt,o), C'(fif,at) = -'C(tt,ö), Z)'(Hat) = -'Z)(fi,a), 

10. 'S'(«t,ot) = iS («,o), 'C'(tif,ot) = - C(ii,a), 'D'(ui,ai) = - D (ti,a), 

11. @'(«t,ot) = '@(ii,tf), ®'(«t,af) = -'©(«,«). S)'(tit,at)=-'2)(fi,o), 

12. '@'(iif,at)= @(ti,o), '®'(«t,at) = -©(«,«), '2)'(«f,at) = -3)(ti,a), 

in welchen sich das an den Buchstaben @, 6^, ^ auf der rechten Seile 
befindliche Comma auf eine Yertauschung des Moduls k mit k' bezieht, 
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hingegen das Comma zur Linken auf die Unterscheidung der ersten Ciasse 
von der dritten, oder auch der zweiten Classe von der vierten. 



§. 118. 

Fundamental-Formeln für die Integrale der ersten Classe. 

Setzt man in den Ausdrücken für @(ti^a), S(ti^a), ^{u^a) im 
§. 116. jetzt a% für a und läfst man den davon herrührenden Factor i auf 
beiden Seiten weg, so erhält man für die Modular-Integraie der ersten Classe 
(zweiter Art) zunächst die folgenden Ausdrücke: 

^^ ^ */ " l + lt*Sn asn'i« 
. j p. \ __ /* k^@na(^na.c n*u.du 
1. (Cl«,öj -y,, ©na(H-ik*Sn'a8n*ii) ' 



D{u,a) = / . , ,,^ — i — , 



welche sich, wenn man cyklische Functionen statt der hyperbolischen ein- 
fahrt, in 

^ > — / *'tn'adn'a.8n*ii.öii __ /' dnc'a sn'ii.dii 



t« t 



i^K^^)-Ju cn''a(l + ik*tn'«a8ifii) ""7 " tnc'afflic"a l + fc*tn"a8n*ti 

9 ^pf - f fc'tn^g-cn'ti.^ti 

l. ^0(t»,öj-y^^ dn'a(l + fc*tn'«a8n*ii) ' 

'^ . > — /* tn'adn'a.dn'ii.öii 

verwandeln. Die Werthe dieser Integrale werden durch die Formeln: 

o/ N rrr lm(ii + ai)— lm(ii — at) 
S{u^a) = ti.Slö ^^ ^2^ — ^ -^ 

o ] /^ ^ rrf 1 1 ' \ 1 lm(ii + ai)— lm(ii — ai) 

ausgedrückt und die darin vorkommende Differenz — —^ — ist 

zwar reelle läfst sich aber im Allgemeinen nicht anders in einer reellen Form 
darstellen«, als durch Entwicklung in unendliche Reihen. 

Setzt man den Parameter a = K\ so hat man^ da 

\m{u + iK^)^lmiu^iK') ^ (yr_ g>>^^ ^ ^^ j^^ jj^ folgenden particuliren 



// 
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Bestimmungen : 

4. S{u, K'} = i, C{u, K) = iTi, Diu, K') + ^n. 

Setzt man aber das Argument u = K, so erhält man, da 

lm{K +a{)'- Im (K—ai) ^ • . j- d .• 

— ^^ — ■ — —-. — ^^ - = E.a ist, die Bestimmungen 

iSiK^a) = KMa-E,a = (ür-£)a+(tn'odn'o-ero).Ä, 

5. }c{K,a) = K{E'^elc'a)-{K-E)a, 
(z)(/f,a) = K,eVa-{K-E)a. 

Den Zusammenhang unter den Integralen der ersten Classe drQcken endlich 
die drei Formeln aud: 

o/ \ , r^/ N Ä'tn'a dnc'a kcnc'a 

^ ^ V ^ > jjiji^ ^ij^f^ cn'a ^ 

ß- ^ S(ii,a) + Z)(ii,a) = tn'odn'a.n = -^.n, 
D[u,a)—C{u,a) = (Ä'^sn'osnc'a).ii. 



§. 119. 

Fundamental-Formeln flir die Integrale der dritten Classe. 

Vertauscht man in den Formeln des §. 116. den Modul k mit k\ und 
setzt ui fär u, so erhält man, den Formeln (3.) des §. 117. gemäfs, 

,^, . _ /*fc'*8n'oen'adn'atn'i*.3u 
^[^yf^J -yo l + *'«sn'*atn«u ' 

^(«^ö; -y ücn*M(l + *'*8n'*atn'w) ' 

'nr ^ — /' tn'odn'adn*u.5ii 
^1«',ö; -yücn*ii(i + fc'«sn'*atn*M)' 

.und da cn^fi(1 + ä'^ sn'^ a In^ ti) = 1— dn'^a.sn^n ist, so lassen sich jene Integrale 
auch also darstellen: 

f^, V /• fc'*8n'acn'adn'a.8n'M.öw 

4 ] ,^, . /*/f"8D'a8nc'a.9u 
1. ( C{u,a) = / -. — :rTi ä — , 

D{u,a) = / — i — ^-Ti i 

Ffir die Werthe dieser drei Integrale erhält man die Formeln: 

Grelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 2. 17 



126 8. Gudermanuy Theorie der Mod.-FuncL und der Mod.-Integr. §. 120. 
2. 'C(«,a) = -«(£'-elc'«)+ Ma+«*)-lm>(«-«i) ^ 

fr^/ \ u ' A f V \ , \m'(a + ui) — \m'(a — ui) 

Setzt man den Parameter a = IC, so hat man, da 

— ^^ — ■ — ^-Y-, — ^^ = E ,u ist, die particularen Formeln 

3. 'S{u,K') = 0, 'C(fi,/r) = 0, 'D{u,K) = ^. 
Nimmt man aber das Argument u = K, so erhält man, da 

— ^— ^^ — ^ — ^ - = [K—E)a + \n ist, 



4. j 'CiK.a) = {K-E),a-K{E'-e\c'a) + i7i, 

\'D(K,a) = {K-E),a+K[in'aiu'a-eVa) + ^7i. 

Der Zusammenhang unter den Integralen der dritten Classe wird ausgedrückt 
durch die allgemeinen Formeln: 

'C\u,a)-'^S{u,a) = Ä'^ sn'a snc'a . «, 
g ^'D(ii,a)~'S(fi,a) = tn'adn'o.tt = ^-««^ 

§. 120. 

Die einfachsten reellen Relationen unter den Integralen der ersten und dritten Classe. 

%M c j . 1 • Li 4 j »2 2/1^ N k''(8n"a + cn"a8n*i*) 
Man findet leicht 1 — dn ^ a sn' (Ä^— «i) = ^^ j-, — • 

Daher ist 

^[K-u, a) -y -^^ • —gp.-- -y dnc'a 1 + Ä«tnc'*a8n*u ' 

+ tn''a 
oder 

und also 

'S{K'-'U,a) + Ciu,K''-a) = const. 

Die Constante findet man, indem man entweder ti = 0, oder u = K setzt. 
Daher ist 

rS(Ä'-ti,a) + C(M, «'-«) = 'S (/f,a) = C(Ä,/r-a) und 
'Siu, K^d)VC{K-u, a) = 'S{K, K'^a) = C(/if, a); 
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denn man braucht in der vorigen Gleichung nur K—u fQr u und K'^-a für 
a zu setzen. Ferner findet man, da 

l-dn''asn'(Ä'-«)= ^^^^(1 +k'[nc'asn''u) ist, 



tnrt^ \ — /* — tnc'adnc'a.dn'a.öfi 

L{K-u,a) -y r+Ännc'*aTn^i 



oder 

daher haben wir 

rC(Ä:-«,a) + />(«,Ä'-a) = 'C(/f,o) = Z)(/f,Ä"-a) und 
rC(fi,/f'-a) + Z)(Ä-fi, a) = 'C(Ä, /f'-a) = Z) (/f, a). 

Ferner findet man 

d'D(K—u,d) = ^^ : — -r-nTT—n — r-^ "öd da 

^ ^ ' cnc'asnc'a 1 + Ä*tnc"a8n"i* ' 

*^o, i^, . Ä*tnc'adnc'a sn'ti.dti 

^ ' ^ cnc'*a 1 + Ä'tnc'*a8n*i* 

ist, so haben wir 

^ ^ ÖS(«,Ä"-fl)-ö'D(if-«,a) = -^^rl^, also ist 

S(«,/r'-a)- 'D(ir-«,«) = -^^^~--'DiK,a). 

Setzt man in dieser Gleichung K—u ffir ti^ und K' — a für a^ so hat 
man auch 

SiK-u,a)-'Diu,K'-a) = J^--'D(if,Ä'-a). 

Setzt man hierin ti = 0, so hat man noch 

9. S {K, a) = , ^^ - ~ 'D (Ä, /T'- a). 
^ ^ ^ sn'asnc^a ^ ^ ' 

Wird von dieser Gleichung die vorige subtrahirt, so erhält man 

10. 'Z)(fi,Ä''-a)-S(/r-«,o) = —,-—r—S{K,a), 
^ > ^ ^ ^ ^ sn'asnc'a ^ ^ ' 

§121. 

Fundamental-Formeln ftir die ModuIar-lDtegrale der zweiten und vierten Classe. 

Die Fundamental-Formeln für die Nodular -Integrale der zweiten 
Classe kamen schon gröfstentheils im §. 116. vor und es bleibt fast nur 
flbrig, einige particulären Bestimmungen aus ihnen herzuleiten. Setzt man 

den Parameter a = K und erinnert sich, dafs — -- — -^ =^E,u ist, 

80 erhält man 

1. @(ii,Ä) = o, S(«i,/r) = o, 2)(w,Ä') = i. 

17* 
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Setzt man aber das Argument u== K, so erhält man 

j@(Ä,a) = K.ela-E.a, 

2. }(i(K,a) = E.a-KiE-elca), 
\^(K,a) = K[inadna — e\a)^E.a. 

Zu diesen Formeln fugen wir noch eine allgemeine hinzu. Vertauscht man 
in den Formeln, wodurch die Werthe der Integrale ausgedrückt werden, das 

Argument u mit dem Parameter, so verwandelt sich die Gleichung 

>^, . , lm(a + «) — lm(a — u) . 

©(«,«) = w.ela— - '2 *" 

r^ , , , lm(a + «) — lm(a — i*) 

(B[a,u) = a.e\u ^.t_./.^ — ?l L^ 

indem Im (a—ti) = Im (n — a) ist. Durch die Subtraction erhält man also 

3. ©(a, w) — @(w, a) = a.elei-ti.ela. 

Aehnliche Formeln lassen sich auch leicht für das Cosinus- und Dlfferente- 
Integral, und überhaupt für die Integrale der drei übrigen Classen herleiten. 
Die Integrale der vierten Classe werden ausgedrückt durch die 
Formeln 

,>-w. __ /^/r'^tnadnasn'ii.öw _ /' dnea '8n*u.du 

^ ^ ^ ~~ I / 8n*u \ ""yotnea snc'a — sn'u' 

tJ cn*a( 1 -^ ) 

^ 8nc*a/ 

) 'Kf \ — /^ k'^ina.du __ /^dnca du 

4. ( \ 9 ) — i / sn'fi \ "" f tnca * . sn'i* 

\ fj anaii j-) ^y n 1 1- 

N snc'a/ snc'c 



9 
snc'a 



tnadua.dn'n.dn 



^ . I sn*M 

^0 ^ ~ inr:; 



8UC a 

welche man erhält, wenn man in den Formeln (1.) des §. 119. ai für a 
setzt und den Factor i auf beiden Seiten wegläfst. 

Setzt man in den Formeln (2.) des §. 119. ebenfalls ai für ch, und 
beachtet, dafs überhaupt \m'{ix) — —2vx'x ist, so erhält man 

i ®[u,a) = -w.®laH -^^ ^ — -^^ -^ 

5. ( ^[u^a] = — «(a — £4-elca)+ -—-- -^jr ^^ ^, 

a)(ii, o) = — «i(a~ela)H — ^ ^ — ^, 

Der gemeinschaftliche Nenner oder Divisor in den Ausdrücken (4.) 
wird schon =0, wenn snca = snti^ also o+i£ = Ä^ wird; und weil danD 
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r 

die Beschleunigung des Wachsens der drei Integrale unendlich grofs wird, 
so werden die drei Integrale '©(«,«), 'ß(w, a) und 'S)(ti, a) früher un- 
endlich, ehe a oder u die Gröfse von K erreicht: dann nämlich schon, 
wenn u^^K—a wird. 

Setzt man in den Formeln (6.) des §. 118. noch ui für u, indem 
man zugleich die beiden conjugirten Modul k und k' mit einander vertauscht, 
so werden sie 

irr i' \ ir^ ' \ dnCtt 

^' ^'^{u,a)-'(B(u,a) = -— .u, 
^ ^ ^ • snca ' 

'?)(«, a} — 'S (ti, a) = /r^snasnca.ti. 

Setzt man in den Formeln (4.) K—a für a^ so lassen sie sich also dar- 
stellen : 

//^ / Fj^ \ /*dna Bu*u,du 

^ ^ ^ yotna sn a — sn 'M ' 

w ] icr r wT- \ /' snacnadna.öw 

\ ^ ^ c/ " sn'a— sn'ti ^ 

Itrrsf ij- \ /* snasnca.dn'w.ÖM 

^ ^ ^ »/ » 8n*a — 8n*M 

§. 122. 

Kennzeichen bei Bestimmung der Classe, zu welcher ein Modular-Integral der zweiten 

Art gehört. 

Ein Modular-Integral hat immer eine von den vier Formen: 

y'ilsn'ii.öi* /'ilcn*i*.ÖM /*ildn*M.ÖM /* Adu 
-7-7 j- , / in r-9 / ir. 1—«» / r, «^ wenn man unter 
l + iisn'ii ' •/ l + nsn'w ' ^ l + wsn*« J i + nsn'w' 

A und » constante Coefficienten vorstellt. Die Classe, zu welcher ein 

solches Integral gehört^ mufs lediglich nach dem Nenner 1 +i»sn^ ti^ oder 

nach dem Coefficienten n bestimmt werden. Sieht man auf die verschiedenen 

Werthe von n in den zwölf Integralen der zweiten Art, so überzeugt man 

sich, dafs die Zahl n 

entweder zwischen den Grenzen ^ und enthalten und also positiv ist, 

oder zwischen den Grenzen und — Ä\ also negativ, 

oder zwischen den Grenzen — ä* und —1, also negativ, 

oder zwischen den Grenzen —1 und — ^, also negativ ist, 

wenn man die Zahl n allmälig abnehmen läfst. Diese vier verschiedenen 

Werthe von n beziehen sich der. Reihe nach gerade auf die vier Classen 
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der Modular-Integrale der a^weiten Art^ in der Anordnung, in welcher die- 
selben in §. 117. aufgeführt worden sind. Zu den Integralen 

der ersten Classe rechnen wir S{u^a)^ C{u^d) und D{u,d)^ welche 
von cyklischer Art sind, weil in ihnen u = Ä'@n^ö = Är^tn'^ö, und 
also zwischen den Grenzen ^ und enthalten ist. 

Zu der zweiten Classe rechnen wir @(fi^a), ^{u^a) und ^(nya\ 
welche von hyperbolischer Art sind, weil in ihnen « = — A^sn^n 
und also zwischen den Grenzen und —h^ enthalten ist. 

Zu der dritten Classe rechnen wir 'Siu^a)^ 'C{u,a) und 'Diu^d)^ 
welche von cyklischer Art sind, weil in ihnen n = -~dn'^ii^ and 
also zwischen den Grenzen —k^ und —1 enthalten ist. 

Zu der vierten Classe endlich rechnen wir die Integrale '®{m,a)^ 

%{Uya) und '3)(ii, o), welche von hyperbolischer Art sind, weil in 

\ 

ihnen n = — 3)n"a = — =- = — (1 + Ä'^tn'ö) und also zwischen den 

snc a ^ ^ 

Grenzen —1 und —^ enthalten ist. 

Hieraus ersieht man also, dafs die in §. 117. angegebene Reihefolge der 

Classen der Modular-Integrale der zweiten Art keine willkürliche ist. 

§. 123. 

1 
Die Modular-Integrale der ersten und zweiten Classe mit dem Modul -r- zurttckgefilhrt 

auf solche Integrale mit dem Modul k. 

Setzen wir in dem Modular-Integrale @ («i. a) = / — j — n — i r- — 

^ ^ ^ ^ Jo 1 — Ä'sn'asn"« 

der zweiten Classe ka für a^ ku für u und j- statt des Moduls k, also auch 
k.dufüvuy so verwandelt sich nach §. 30. der Zähler A^snacnadnasn^n.dti 
in -r^i .ksna.dna.cna.k^sn^u.kdu = k^snacnadna.sn^u.Bu, und da der 
Nenner i-—k'^sn^a8n^u ebenfalls ungeändert bleibt, so ist 

1. @(&w, Äa, -7-) = @(w, a). 

,,, . , „ 1 rr/ \ / **8nacnaen*fi.3ii , 

Wenn man in den Formeln S (?/, a) = / — r— 71 — ,1 — t «-^- wnd 

^ ^ ^ J i) dna(l — Ä'sn'asn «) 

5) («I, a) = / — 1 — rr 9 4— ~ dieselben Abänderung^en macht, so ver- 

j ,. . , , «.. , Ä*8nacnacn*«.ÖM . i ^sna.dna.dn'u./rd« 
wandelt sich der Zahler s m 






dna k^ cna 

tnadnadn^e/.dt^ und der Zähler tnadna.dn^t^.dei in A^snasnca.cn^n.d«; 
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daher erhält man 

2. S(*«,*a,y) = 3)(fi,o), 

3. 3)(Äti,Äa,y) = g(tt,a). 

Setzt man in den vorstehenden Gleichungen noch ai ffir a und wendet die 
Formeln (1.) des §. 117. an, so verwandeln sie sich sofort in 

5. C(ku,ka,\) = Diu,a\ 

6. />(Ä«,&a, I) = C{u,a). 

Zusatz. Die vorigen Formeln können auch wie folgt bewiesen 
werden. Da nach §.81. 

\m[ku + ka, j) = lm(«i+a)~ 2"^"+^)^ ""^ 

lm(^&ii— &a, ^-J = lm{u — a)-'--.(u—af ist, so ist auch 

\ Ä/ ^ Ä/ lm(ti-f a) — lm(M — a) ,,2 
s = 2 — — ** '^^^ 

Ferner ist elfÄo, -r-j = r — ^ — ; also verwandelt sich ii.ela in 

n.ela—k'^.au und folglich ti.ela T — ^^ ~— wieder in 

fi.ela 2 — ^ '^ ^' ^' ^^ verwandelt sich ©(«,«) wieder in 

@(tf^a), wenn ka für a, ku für u und -r statt des Moduls k gesetzt wird. 

§. 124. 

ik 
Die Modular-Integrale der ersten und zweiten Classe, mit dem Modul r^, zurückgeführt 

auf solche Integrale mit dem Modul k. 
Setzen wir in dem Integrale (Biu^a) an die Stelle von u^ k\K—u\ 

ik 

und k' a für a^ wie auch ^ statt des Moduls k^ so verwandelt sich 

/ ik\ 

iS(ii, a) in @(^ft'(Ä' — m), Ä'a, ^j. Dabei verwandelt sich du in —k'du 

und fiberhaupt der Zähler ft^snacnadnasn^ti.dti in 

k* 1 2 ir^ Ä'sn'asncacn^M.ött 

fTä .cnca.snca.-j — .cnu,köu = j-s • 

k' ana dn'a 
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Der Nenner 1— Ä^sn^asn^M verwandelt sich in 

l + n« •cnc^a.cn^tt= 4r-i = j-« ; 

V* dn*a dn*a ' 

folglich ist 

@(&'(Ä— «i), &'a, ^) = const. + S (ti, a). 

Setzt man, um die Constanle zu bestimmen, u = Ky so erhfilt man 
const. =— ©(Ä^a), und also 

in welcher Formel nun auch noch für {i{K,a) der in $. 121. hergeleitete 
Werth substituirt werden kann. Eben so findet man umgekehrt 

2. g[&'(7f-«),&'a,^] = SiK,a) + (B{u,a). 

Der Zähler tna.dna.dn^n.dt^ von ^{u,a) verwandelt sich in 

,. 1 dn*tt . wf^ ^ — tnadna.dn'u.öi* 

dna Ä" ^ ^ dira ' 

und da sich der Nenner 1— &'sn^osn'fi in ^-5 verwandelt, so 

an a ^ 

erhalten wir 

3. ^[k'iK-u\ ka, ^] = ^{K^ a)~-3)(ii, a), 

1 

indem für u = K der Ausdruck verschwinden soll. 

Setzen wir in den entwickelten drei Formeln ai für a, so verwandeln 
sie sich in 

4. S[&'(ir-«), k'a, ^] = --CiK, a)+ C{u, a), 

5. c[k\K-u\ ka, y] = ~S(/f, a)+ S{u, a\ 

6. Z)[&'(/f-ii),Äa,^] = D{K,a)'-Diu,a). 

Die Formeln (1.), (2.)? (3.) bieten den bemerkenswerthen Umstand dar, 
dafs sie noch auf eine zweite und einfachere Weise dargestellt werden 
köjinen. Setzt man in der Formel (1.) K—u für u, so erhält man 

-\^^it 11 ^^\ -\rc,iz \ Ä'snasncacnc'tt.öu 

und da cnc^fi = --j-ä — , snc'w= ^-r- ist, so erhält man zunächst 

dn II ' an M 

\k\ /c^/c'*snasncasu^u.dti 



Ö©(ä'«,ä'o,^) = - 



dn^M — fe*8n*acn*u 
Da aber 

dn^ii— Ä'sn^acn^«i= 1— &^sn'o — Ä^cn^osn^«i = dn^a(l — ft'snc^ösn*«) 
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ist, SO reducirt sich die Formel auf 

ü 

oder 

7. @(&'ii, k'a, ^) = -©(fi^/f-a). 
Eben so findet man 

8. S (&'«, Ä'a, ^) = - g (tt, /T- a) 
und 

dnca r^ . fc'sncacncadncasn'ti.di» 



tnca 1 — A'snc'asn'u ' 

oder 

.S)(&'«,*'«,^)=^«+@(«,/f-a), 
und da ®(u,K—a) = lncadnca.u—^{u,K—a) ist, 30 erhält man 

^( k:u, k'a, ^) = — ^^ 'S)iu,K-a). 

Vergleicht man diese Resaltate mit den fräheren, so erhält man die Re- 
lationen 

©(«■-«,«) + ©(», Ä-a) = ^[K,a\ 
10 ^@(Ä-«,a)+®(«,fi--o) = ©(Ä,a), 

35(Ä-«,a)+2)(«,/r-«) = %{K,a)~^^, 

woraus, wenn u = K gesetzt wird, folgt: 

8(Ä,fi"-a) = ^{KyO), 
11. \{i{K,K-a) = @(Ä-,a), 

*■ ' ' snasnca ^ * ' 

Die Formeln (10.) können nun auch also dargestellt werden: 

®(Ä"-«,a) + @(«,/f-a) = 8(Ä,Ä'-a), 
©(«■-«, o) + ©(«,«■-«) = e(Ä,Ä--a), 

2)(Ä-«,«)-2)(«,/f-a) = s^-3)(ir,/r-a), 

und wird hierin K—u für u, ferner K—a fflr a gesetzt, so entsteht 

® (ö, /f- a) + © (If- «, a) = @ (/f, a), 
®(tt,/f-a)+e(if-tt,a) = e(/f,a}, 

3)(«,Ä'-a}-35(/f-«,o) = ^-^^-2)(K,«). 

Crelle*8 Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 2. 18 
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Diese Formeln stimmen wieder mit den Formeln (10.) flberein. Fflr die 
Integrale der vierten Classe erhält man leicht die Formeln 

'©(«■-«, o) = '©(MjÄ"-«)-!- — - — +const., 

* ^- ^%{K- «, a) = '% («, K- a) + const., 

"l){K-u,a) = 'g(«,Ä-o)+ const. 

§. 125. 

1 ik 

Die Modular-Integrale der zweiten und dritten Classe mit den Modaln -7- und ^, 

zurückgeführt auf Integrale mit dem Modul k. 
Es ist nach §.123. @(iit,a) = ©(&'«•,&'«, -i). Da aber B\ui,a) 
= — f/iS(fi^a) und aus demselben Grunde auch 

ist, so erhalten wir die Gleichung 

1. 'S(k'u,k'a,y) = 'S{u,a). 
Ganz eben so erhält man noch die Gleichungen 

2. 'C(&'«,*'a,^) = '/)(«,«), 

3. 'Z)(*'«,*'a,^) = 'C(«,a). 

Setzt man in den drei vorigen Gleichungen ai fflr a, und beachtet die 
Formeln (7.) des §. 117., so erhält man noch 

4. '©(Ä'«,*'fl,^) = '@(«,a), 

5. '©(&'«, &'o,^) = 'S («,«), 

6. '2)(&'», Ä'a, ^) = '®(«,o). 

Setzt man in den Gleichungen (1.), (2.), (3.) des §. 124. jetzt K—ui fflr u, 
so verwandeln sie sich zunächst in 

@(A'«i, k'a, ^) = - g (/f, a) + S (üf-tti, a), 

dQt'ui, k'a, y) = -@(Ä,a) + @(/r-««,«), 

2)(a'«», k'a, y) = ® (Ä, o) -2)(Ä"-«i, a). 
Beachtet man nun, dafs —i{u+iK) = K—ui ist, und vertauscht den 
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Modul k mit dem conjagirten k', also auch K mit K', so giebt die Anwen- 
dung der Formeln (3.) des §. 117. auf der Stelle 

'S(ä«, ka, j) = 'C,u + iK', a)-i. ©'(«", »), 
'C(ku, ka, y) = 'S V« + ifi", a)+i. @'(/f', a), 

'D(ku,ka, y) = 'D(« + »Ä',oj-f.2)'(fi'',o), 
and diese Formeln können auch also dargestellt werden: 

7. 'S{ku, ka, y) = 'C(«+ lÄ", a) - 'C(iÄ", a), 

8. 'C(ä«,äo, y)= 'S(«+iÄ'',a)-'S(»Ä'',o), 

9. '/)(ä«, ka, y) = '/>(«+ lÄ", a) - '/) (i/T', o). 

Setzt man in den vorstehenden Formeln noch ai fär a, so werden sie 

10. '©(*«, ka, y) = 'e(«+iÄ", «)- %{iK', o), 

1 1 . %(ht, ka, y) = '© (« + iE', a) - '© (iÄ", a), 

12. '3)(*a,Ä», x) = 'S)(tt+fÄ",«)-'2)(ifi",a). 

Wendet man die Lehrsätze des §. 30. auf die Formeln (4.) des §. 121. 
an, so erhalt man die folgenden Formeln: 

1 3. '© (ku, ka, y ) = - @ («, Ä- a), 

14. %(ku, ka, ^\ = S)(», fi"-a) — ^ — , 

\ ' ' * / ^ ' ' snasnca ' 

15. '$)(&«, *a, y) = ©(tt^if-a). 

Vertauscht man in den Formeln (7 — 9.) des §. 124. k mit y, so hat man 
@(fto, ka, y) = -@'(ö, Ä"-o); ©(A«, Äa, y) = -g'(«, If'-a) und 

2)r&«,*a, ^) = —r^ 2)'(tt,Ä"-o), 

V ' ' k J sn'osnc'a ^ ' '' 

und setzt man hierin »t ffir u, so verwandeln sie sich sofort in 

16. 'S(Att,*a, y) = -'S(ö,Ä'-a), 

17. 'C(ku,ka, y) = -'C{u,K'-a), 

18. 'D(ktt, ka, ^) = —r^ Diu, K'-a). 

18* 
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Zusatz. Auf ähnliche Art erhält man aus den Formeln (13 — 15.) noch 

19. S(k'u, *'o, y) = -'«(«, Ä'-o), 

20. C(k'u,k'a,*Pj = 'D{u,K'-a) — , 

21. D(&'«, Ä'a, y) = 'C{u,K'-a), 

und vergleicht man diese Resultate mit den in §. 124. gefundenen, so hat 

man noch 

'C(tt, K'-a) + D {K-u, a) = D {K, a\ 

22. \ '«(«, K'-an C{K-u, a) = C{K, «), 

'Diu,K'-a)-SiK-u,a) = ^-^-S{K,a), 
und also dieselben Formeln, wie in §. 120. 

§. 126. 

Die auf das Argument K— u bezogenen Integrale aller vier Classen zurttckgef&hrt auf 

. Integrale des Argumentes u. 

Es ist nach §.73. lm(o + Ä-fi) = lm(/ir^(ti-a)) = -^+lm(fi-a) 
+ log( '^ Jj"^^ )--E(ti~a), un4 eben so ist lm(o+fi— /f) = lm(Ä'— (ö+ii)) 

= ^ + \m{u+a) + log(^^^^^p^)-E{u+a^ Wird also die zweite Gleichung 

von der ersten subtrahirt, so erhält man 

\m(a + K—u) — lm{a-\'U — K) , / dn(u — a) j^ lm(ti4-ö) — Im(u--a) 

2 "= ^^^^y-d^cM^)"*" 2 

Setzt man aber in der Formel @(«i, a) = ti.elo 2 — ^^ 

u an die Stelle K—u, so erbalt man 

r^rwz \ ftr K \ Im (a + If— t*) — Im (a + w — Ä^) j l 
@(/f— tt, a) = {K—u)e\a ^^ — ^ — ^-^ '; daher ist 

^,-r X /r?' N I , lm(i* + a) — lm(tt — a) , ,/dn(M — a) ^ 
<B{K-u,a) = iK-u)ela+ ' ^ \ i_iog|/^-i^-£fl, 

also 

©(Ä--«, «) + ©(«, a) = g.ela-£;.o-log/ ^;j;~< 



Da ferner 



^^S\ A^(r\ = Sir c Sang (&'snasncasniisncti) 
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ist, nach §. 37. , so kann der eine oder auch der andere Werth noch in der 
vorigen Formel substituirt werden. 

Da S{K,a) = K.e\a'-E.a ist^ so kann die vorige Formel einfacher 
also dargestellt werden: 

@(Ä-«,a) + @(«,a) = @(/r,a)-log/^^^. 

Da 

(£(», a) = A'snasnca.«— ©(», a), 

^{K—u,a) = k^snasnca.{K—«)—<B{K—Uya) und 

^{K,a) = &'snosnco.Ä"-@(Ä,o) 
ist, so ist 

(J(«,a) + (£(/ir-«,a)-e(Ä,a) = - @ (if- «, a) - © («, a) + @ (ÜT, o), 

folglich 

2. ©(/r-«,a)+©(«,a) = (5(Ä,a) + log|/^5^^ und 

3. S)(Ä-«,a)+S)(«,a) = 2) (Ä, a) + log y^^Hg^ . 

Setzt man in den vorstehenden drei Formeln ai fär a, nnd läfst den Factor t 
auf beiden Seiten weg, so erhält man noch 

4. S (K- u,a)+ S (a, a) = S(K, a) - <p, 

5. C (K- u,a)+C (a, a) = C{K, a) + <p, 

6. D{K-u,a) + D(«,a) = DiK,a) + <p, 
wenn der Kürze wegen gesetzt wird 

/dnc'a \ , , /ü:cnc2u\ , . /sn2u\ 

y = arctang(-^^^.sntisncfi)=iarctang(^P^^^)-iarctang(^ 

Nach §. 77. ist 

ImXa-ui + iK) 

= :E^[z:^ + lm'(o-m} + log(sn'^^ 

und 

lm'(a + m-t7ir) 

= ^^^^ + lra'(a+mO + log(sn'(a + tit).^^^^ 

woraus folgt 

W(a - m + JK) - W(a +u%^ iK) 

2% 
lm'(a + ttt)--lm'(a — Mt) , 1 , /8n'(a — ut) , .ir ii^s i • 
2t % ^ f Bn'(a + Mt) ' ^ ^ ' X 
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Da nun aber 

'«(«,«) = - « . el'a+ '°''^° + "')-''°'^°-"*^ and 

ist, so erhält man durch die Addition dieser beiden Gleichungen 

'SiK-u,a) + 'Siu,a) = -K.el'a+iK-E)a+ kn-^logf^^±;^ 

oder 

7. 'S(/f-fi,a) + 'iS(M,a) = 'S{K,a)-% 

wenn man setzt: 

1^ = arctang(^-7-7— .sniisncfi) oder 

, , /8n2fi\ , , ^ / kcnc2u \ 

Da 'C(fi^a) = 'iS(fi^ a) + ft'^sn'asnc'a.fi ist, so leitet man hieraus 

her und es ist also 

8. 'C{K-u, a) + 'C(fi, a) = 'C(Ä, a) - y/, wie auch 

9. '/)(lir-«,a) + 'D(«i,a) = 'D{K,a)-tp, 

wenn in diesen beiden Formeln v^ denselben Werth hat, welchen es in der 
Gleichung (7.) hat. Setzt man in diesen Formeln ai für a, so erhält man noch 

'(£(Ä'-«,a) + '©(«,a) = %iK,a) + logf^^, 

'3)(Ä'-«,a)4-'3)(«,«) = 'S)(/f,a)+log|/||±^, 

in welchen Formeln aber '@ (^, a), '6) (^^ a) und "S> {K, a) imaginär sind. 

Der imaginäre Theil dieser Ausdrücke ist — -s- = log -^— j ; substitoirt 
man aber die Wertbe 

'<BiK,a) = {K-E)a-K.^l'a+log^, 
%iK,a) = {K-E)a-K{a-\-Q\ca~E)+\og:^ 

= Ä(E-elco)-£.o+log4-, 
'S)(Ä,a) = (Ä'-E)o-Ä'(a-ela)4-log^ 

= Ä.elca— E.«+log — , 
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SO erhält man die Formeln 

10. '®(Ä-«,a) + '@(«,a) = iK-E)a-KM'a+logf^^y 

11. %{K-u,a) + '^(u,a) = K{E-elca)-E,a+log-^^^y 

12. '2)(Ä-«,a) + '3)(«,a) = K.e\a-E.a-\-\ogf^^^, 
welche gleichwohl reell sind, wenn nar «;>a und tt+a<:.K ist 

§. 127. 

Die auf das Argument u-\-iK' bezogenen Modular-Integrale der zweiten Art 

Vertauscht man in der Formel 

'©(ir-«,a) + '@(«,a) = '@(ür,o) + log|/^g±| 

die beiden conjugirten Modul und setzt ferner ai für a und ui fflr u, so 
verwandelt sie sich zunächst in 

Da aher -i{u + iK') = K'-ui, also '&{K'-ui,ai) = -<B{u+iK',a) und 
'B'{ui,ai) = <B{u,a) ist, so erhält man 

B{u+iK',a) = @(«,o)-log|/^|±g-<.'S'(ür» oder 

1. ©(a+i/f» = ©(«,«) -log |/^g±^+ ©(.-«-»a). 
Eben so findet man noch die beiden Formeln 

2. e (« + .-Ä", a) = ® («, a) + log |/|^g±| + e «Ä", a), 

3. 2) (« + iif ', a) = 3) («, a) + log /^^^^ + 2) (iÄ', a). 

Durch dasselbe Verfahren, ohne aber zugleich ai für a zu setzen, er- 
halt man 

S(«+.-J5f',a) = S(«,o)+|log|/-gg±^-,-'@'(Ä», 

und diese Gleichung läfst sich also darstellen: 

4. S(«i+füf',a) = S(gi,a) + arctang( , ^ . .pi) + S{iK'a). 
Ganz eben so erhält man noch 

5. C(«+<K', «) = C(«, a)-arctang(^^^.f^)+ C{iK\ «), 

6. /)(«+ir,a) = />(«,«)-arclang(^^^.^)+/)(ir,a). 
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Setzt man in den Formeln (1.), (2.), (3.) des §.126. ai fflr a, ui 

für u und &' für &, so verwandelt sich -r-y—r-i in ,"^** v , und den 

^ dn(fi + a) dn(ii — a) ' 

Formeln (11.) des §.117. gemärs erhalten wir nun 

7. '@(«+.-r,a) = '© («, a) - log f2^^~ g + '@ {ilC, a), 

8. '©(«+ifi",«)= 'g („,«)- log |/?^;-^+'e(.-ir,a), 

9. '3)(«+.-/r,o) = '2)(«,o)-logy'?5£^^ + '®(»Ä',o). 



Da 



** r 8n(« — a) "Veno cnct«/' 



also 



(«— a) 

/8nc(«-^ = SlrcSongC^.^) 

^ r Bnc(t* + a) ^ V cn a cnti / 

ist, so ist auch 

1 , ,/8nc(ii — ai) ^ /^' f f CDCiiN 

— logl/ — 7 :f = arclanffC 7-cncacna )• 

t ^r8nc(u + at) ^\k cnu / 

Setzt man also in den vorigen Gleichungen ai fflr a, so erhält man die 

folgenden : 

10. 'iS(fi+i/r» = 'S(fi,a)-arctang(yCnc'acn'a^)+'iS(f/r,a), 

11. 'C{u+iK',a) = 'C(ti,a)-arctang(ycnc'acn'a^)+'C(ijfir,a), 

12. 'D(u+iIC,a) = 'D(ti,a)~arctang(ycnc'acn'a^)+'/)(f/f,a). 
Für das Cosinus- und Differente-Integral erhalt man nun die Ausdrücke 

§. 128. 

Die auf den Parameter K— a bezogenen Integrale der zweiten Glasse , zurückgeführt 

auf andere mit dem Parameter a. 

Nach §.121. ist @ (ti^ ti) = @(a^ 2i) + ti.ela— a.elu und also auch 
©(m, K— a) = ©(Ä'— a, m) + M.elca — (Ä"— ö).elcw. Werden diese beiden 
Gleichungen addirt, so erhalt man 

@(a,M) + @(a,if-a) = ®{a,u) + (B{K-a,u)+u{ela+elca)-K.e\u. 

Da nun nach §. 126. @ (a, ii) + @ (Ä- a, w) = @ (/f, ii) - log / dnra+ ü) 
= Ä^. elw— JB.M— logVT-T—T— ^ ist, so entsteht 
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Da ferner nach §. 66. ela+ eica = E+k^ snasnca ist, so reducirt sich die 

Formel noch auf 

@(«,o) + @(tt,Ä"-a} 

= (Ä'snasnca).«-logyg^^^, oder 

@ («, a) + @ («,«■- a] 

1. ( 

=- (/r^snasnca).ti— $trcSang(/r snasncasneisncti), 

Da ©(w, a) + ®(M, a) = (Ä^snasnca).« und auch @(fi, ff— a) + ©(«,*'— ö) 
= (/r^snasnca).tf ist, so erhält man durch Addition 

®(fi,a) + e(M,/ir-a) + @^w,a) + @(tt,/if-a) = 2(&'snasnca)w, 
und wird hiervon die Gleichung (1.) subtrahirt, so entsteht 

2. ®(fi,Ä-a} + e(fi,a) = (&'snasnca).ti + logy^^^-^. 

liach §.116. ist 

3)(fi, a)+2)(w, Ä'— a) + @(w, a) + @(fi, Ä*— a) = (tnadna+tncadnca)ii^ 
also 

2)(ii,i5r~a) + 2)(w, a) 

= (tnadna + tncadnca~ft^snasncan + logl/ j°/ T N «! 

^ ' « 6 |f dn(a + u) 

und diese Gleichung reducirt sich auf 

3. a)(«,Ä-a) + 2)(tt,a) = -- — + logl/^4^^- 
^ ' '^ ^ 5 ; snasnea ^ r dn(a + w) 

Stellen wir die in diesen drei Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 

^, . /' A.sn^u.du , ^. ,, • /" A'.sü^u.du 

(g(fi a) = / -. -T— und @(m, Ä — a) = / ,-. . » , 

g (fi a) = / ^ und ®(w, n— a) = / -^ -. — r-^ 

SO ist, dem §.116. gemäfs, fi = &^sn'a und ii'= A'snc^a = ft^^— ^^i — —^ 
also 

4. «' = ^^ oder (1-«)(1-«') = *"• 

1 — W ' 

Ferner ist ^4 = /r^ sn a cn a dna und Ä = ft^ snca cnca dnca = 

-2 , ,o anacna . A^ __ f __ k'^ _ (l--n)(l — n') , , 

^*^'-"lS^ä"' ®'^^ X~ (l-Ä'sn^ay " (1-ny "" (i^nf'' ®^®^ ®"^*^ 
Grelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 2. 19 
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Ferner ist B=: k^snasnca und B'= k^snasnca^ also 

Endlich ist C=tnadna und C = tncadnca = -r — :: — , oder auch 

inaana ^ 

§. 129. 

Die auf den Parameter K'^a bezogenen Integrale der ersten Glasse zurttckgefthrt 

auf andere mit dem Parameter a. 

Addirl man die Gleichungen S(u,a) = uMa-^ ^'^'''^^.^'^^'"^'''^ ^ 

iS(fi, Ä'-a) = u.^l{K — a) ^^-i ^ — ^^-^^ ^, so erhält 

man eine Relation zwischen den Integralen S{u,a) und S (ti^ ifif — a). Schon 

in §. 140. kam die Formel 

lm(ti — gt + t/fQ— lm(ti + a>->JfO lm(M + at)-lm(tt~at) 

2t "^ 2% 

= (r-£')ti+i^+4-iogi/?^^?^ 

vor: also ist 

= «(@ta+®u/r-«))-(r-£;>-jn— ;-iog|/ ;;[;-;;] . 

Da nach §. 67. el(ai-fÄ') = eliai)+-^^ i{IC-E) 

oder auch - @( (iT- a) '= (£1 o - J^^^,^ -[IC-E), also gra + ®I(/r-a) 

= — j — -j- + Ä^— £' ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 

S(u.K''-a) + S(u,a) = , ** , l7i + arclang(snasnca.T^), 

^ ^ . • V ^ / sn'asnc'a * ^V tnii/' 

oder auch auf 

1. S(ii,/f-a) + S(ti,a) = — -^-arclang(— — "-r— ). 
^ ^ -^ V ^ / sn'asnc'a ® vsn'asnc'adnii^' 

Da nach §.118. 

ist, so erhält man, wenn hiervon die vorige Gleichung subtrahirt wird, 

n/ i^f N , i-»/ N /Ä'tn'a , dn'a • ^ , • / tni« \ 

C(fi, Ä— a) + C(ii, a) = (-r-r- + r-7 i ^ J + arctang( — - — -t-a — J» 

^ ^ y « V 5 / \ dn'a tn'a sn'asnc'a/ ^^ sn'asnc'a dnii ^'^ 
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und diese Gleichung zieht sich zusammen auf 

2. C(n, iC-a) + C(w, a) = — f&"sn'asnc'a)?i+ arctang(— ^ — ^^, . ) 
oder 

Cifi, Ä'— a) + D(fi. a) = arctanff(— j ^^ — V 

Da D(fi, a) + D{u, K'-a) = C(fi, a)+ C(tt, /T-a) + 2(Ä'^sn'asnc'a).ii 
ist. so erhält man 

3. D(«, ir-o) + i)(«, o) = (rsn'a8nc'a)»« + arclang( ^^,^2"adoJ 
oder 

D;;«. Ä^-a) + C(ii, a) = arctangf— ^ — ^^^ä — )• 

Stellen wir die in diesen Gleichungen vorkommenden Integrale also dar: 

C(tt, a) = / -r-j — ITT— und C(fi, ä'— a) = / , , , — s— , 

D(ii. a) = / -7-; — -i— und Diu, IC— a) = / . , , , , 

SO ist, dem §.118. gemärs, fi = ftMnc'^a und n'— /rMnc'^a,* also ist 
iifi' = &*tn'^alnc'^a, oder auch 

4. fi.»' = &'. 

•, . a j Ä'tn'adn'a , ., Ä'tnc'adnc'a cn'a.dn'a , , 

Ferner ist A = r, und A = r^ = ,r , und da 

cn' a enc' a 8D"a ' 

6. B.B' = k^ = nn' und ß = ^'<*1±^ = „ t/-<-±??: . 

Da endlich C=tn'ödn'a, also C = ^ , , , ist, so ist 

7. C.C = 1 und C == ^| ^-±^ = fj±^r 



19 
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§. 130. 

Die auf den Parameter K—a bezogenen Integrale der dritten Glasse zurückgeftlbrt 

auf solche Integrale mit dem Parameter a. 

Da ~ log y ^'If' ~ "!^ = arc tang [k'^ sn'a snc o . ^—) ist, so verwandeln 

sich die Formeln (l.;\ (2.)^ (3.) des §. 128., wenn man darin die beiden 
conjugirten Modul mit einander vertauscht und ui [nT u setzt, in 

1. 'S(fi, Ä'-a) + 'S(ii,a) 

= — (&'^sn'asnc'a)w + arctang(&'^sn'asnc'a.g^), 

2. X[u,K'-a) + X{u,a) 

= (&'^sn'asnc'a)w+ arc tang (/r'^sn'asnc'a. -r—j^i 

3. 'D(«,Ä'-a) + 'l>(tt,a) 

= — 1 r- + arc lang ( k ^ sn a snc a . -^ — ) • 

Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale also dar: 

tcff \ f A.sn^u.du . ,^, ^ . f A\%n^u.du 

'C{u,a) = f , ^•^". und •C{u,K'-a) = / \ ^;^". , 
D[Uy a)^ I -. r- und Diu. K—a) = / -3 j — i— , 

SO ist nach §. 119. die Zahl ii=dn'^a und «' = dnc"a = ^-li— : also ist 

4. «.«' = &^. 
Ferner ist 

-4 = &'^ sn'a cn'a dn'a und Ä = &'^ snc'a cnc'a dnc'a = su «cn a 

dn'*a ' 

also ist 

A! ^ ]e _ nri ^rC_ 

A ~" dn'*a ~" n' "" n ' 
oder 

Es ist fi = &'^ sn'asnc'a und fi' = &'^ sn'asnc'a, also ist 

6. F = Ä = |/ilz^^-il = ,/((i^n)(l-ii')). 

Da C=ln'adn'a, also C = ^ , , , ist, so ist 

' tn'adn'a ^ 
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§. 131. 

Die auf den Parameter K^a bezogenen Integrale der vierten Classe zurückgeführt auf 

andere mit dem Parameter a. 

Da _jn— Llogl/^;£^ = l(logl/??|!^-^) = 

i-Oogl/ ^°^" + °!^ +logl/-\) = 4-logl/( "°,^"'+"^ ) ist, so können die 
Gleichungen (1.), (2.)^ (3.) des §. 129. auch also dargestellt werden: 

S («, K'-a)+S («, «) = ^i-^ +i-log l/'4^, 

^ '' V ^ / sn'asnc'a t ^ r8n(at — t*)' 

C{a,K'-a)+Ci«,a} = -(rsn'«snc'«).«-|log /^^g±^), 

i)(«, Ä'-a)+Z)(ii, a) = (Ä"sn'osnc'a).«-i log|/?^g±^y 

Vertauscht man hierin den Modul k mit k* und setzt m für Uy so erhält man 

1. '@(ii,ir-a) + '©(fi,a) = ^^— +logl/ y + "^ , 

/ ^ ^ V ^ >' snasnca ^ f tn(a— ti)^ 

2^ '6(fi,/r~a}+'S(fi,a) = -(&'snasnca).fi + log j/J^g±g^ 

3. '3)(ii,lir-a) + '2)(fi,a) = (&' snasnca). fi+logj/^g±^. 
Stellen wir die sechs in diesen Formeln vorkommenden Integrale wie folgt vor: 

'g(«,a) = /; Z-^" und 'g(„,iJ:-o) = /*-,-^V, 

'2)(fi, a) = /,-j 5— und '2)ffi, ff~a) = / -, — j— , 

1 j r ^ dnc'a 1 — fc'snc'a , 

SO ist H => — ä— und n = — j~ = — r- = -n » — ^ a'so 

snc'a sn'a cnc'a l — snc a ' 

und hieraus folgt 

(»'-1)(»-1) = &^ 
Ferner ist 



A = 



A'^tnadna /r'^snadna cncadnca 



l=^=/(0- 1)0- ?)-■); 



cn a cn*a snc 

also ist 

A = |/(fi(n-l)(n-&^)) = («-.l)|/(fin'), 
oder 

5. T = - — Y^iffnn), 

fi — i «'—1 ' 
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Da B=- — =^vi- — -) ist, so ist 

tnca r ^ n / ' 

5=(»-l)]/^ und ß' =(„'-!) |/^ 

oder 

6. ß.ß' = («-!) («'-1) = &^ 

. ^.. oder 

also 

C.C = 1. 

§. 132. 

Die auf den Parameter a + iK' bezogenen Integrale der zweiten und vierten Classe 
und die auf den Parameter a-\-iK bezogenen Integrale der ersten und dritten Clatse 

zurttckgefdhrt auf Integrale mit einem reellen Parameter. 

Setzt man a+iK' ffir a, so verwandelt sich /r^snacnadna in 

-2 1 — tdna —t dna ft^^tneadnca j -• i ^ 2 2 

k\ -, r T — = r-L — = s und 1— Ar sn^ö sn^fi 

^sna kBna tua sn atna cnc a 

verwandelt sich in 1 j— ; daher verwandelt sich das Integral @ (ti, a) 

/^^''tncodneasn'ti.öfi j . f/^/ v /^ Ä"tnadna8n*ti.öw . . 
in — I i , und da @ (ii, a) — t 1 ist, 

0/ ci cnc'aA — V^) fj cn'a(l— ^5JL) 

\ sn'a/ \ snc a>' 

so ist . 

1. (B{u,a+iK') = ~'@(ti,/f-a). 

Setzt man ferner in der Gleichung @(ti^a) + @(fi^ a) = Ar^snasnca.tf 
statt Oy a+iK\ so verwandelt sie sich in 



und es ist 



^ ' ^ ^ ^ snasnca 



^ ' ^ snasnca * ^ ^ > 



Da ferner nach §.121. '©(ti, Ä^— a) = '©(n^fT— a}— 7- -.ii ist, so er- 
hält man 

2. g(w,a + «/ir') = 6'(fi,/ir-a) + tntidna.fi. 

Setzt man in der Gleichung ^(11^ a] + @(ti, a) = tnadna.u ebenfalls 

a + iK' statt a, so verwandelt sich tnadna in ■ j — : daher ist 

^ ^ ^ ^ ^ tüadna ^ ' ^ sna ^ 



^ 

> 
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und da 2)'(fi, K— a) = '© («i, Ä'— a) H . u ist, so erhalten wir 

3. 2)(fi,a+f/r') = '2)(w,lir~a). 

Setzt man in den vorstehenden drei Formeln K—a—iK' = Ä'— (a + t/f') 

statt a, so verwandelt sich a+iff' in /T— a und Ä'— a in fa+iÄ'), ferner 
tnadna in 

daher erhalten wir noch 

4. '©(«»a + iÄ"') = -(S(«,Ä-a), 

5. '®(«,a+iür') = ©(«,Ä'-a)-»nadna.a, 

6. "S)iu,a+iK') = 2)(«,Ä'-o). 

Yertanscht man in den vorigen 6 Formeln die beiden conjugirten Modnl mit 
einander und setzt man zugleich ui statt u, so verwandeln sie sich in 

7. S(,u,a+iK) = -'Siu,K'-a\ 

8. Ciu,a+iK) = 'C(«,Ä"-o)-tn'adn'o.«, 

9. Diu,a+iK) = 'D{u,K'-a\ 

10. 'S(«,a+iÄ) = - S(«,Ä'-a), 

11. 'C(«,o+»Ä) = C(ii,Ä''-a)+tn'adn'o.«, 

12. 'D{u,a+iK) = D{u,K'-a). 

$. 133. 
Relationen zwischen den Integralen der ersten und dritten Glasse, in reellen Formen. 

Setzt man in der Formel (1.) des §. 128. ai statt a, so erhält man 

zunächst 

/-/ .X , /~/ mr -s «A'tn'a , 'dn(M — o») 
S («,«») + ©(«, /T-a.) = .^-^.„-Iog|/-^-^-^-^. 

Da aber K~ ai = - i (o + iüf) , also 8 («, ff- ai) = - iS («, a + iE) 
= i'S(UjK'—a) ist, so verwandelt sich die Formel in 

S(u,an'Siu,K'-a) = ^'«- . « - 4- log l/^^-=^ oder 

1. (S(«,a) + 'S(ii, /f'-a) = to^«'~8''c*8"S(,in-^sn«'sncwJ oder 

S(ii, Ä*'- ö) + 'S(w, a) = -T-7 — .w — arctang(— - -- .snwsnciiJ- 
Die Formel (2.) des §. 128. verwandelt sich zunächst in 

nr \ nr i -i^x Ä'tn'a , 1 , /dn(u — ai) 

und da 

C(u,a+i.K) = 'C(v,K'-a)-{n'aäna,u 
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ist, SO giebt die Addition dieser beiden Formeln: 

C{u,a) = 'C,u,K'^a)^{k''sn'asnc'a).u + ^logy'^^^ oder 

2. Ic{u,a) = 'C(w, /T'— a) — (Ä'^sn'asnc'a).«+arctang(— ^.snwsncfij und 

Ciu^K'—a) = 'C(fi, a) — (&'^sn'asnc'a).w+arctang(-T^^.sntisnc«). 

Die Formel (3.) des §. 128. verwandelt sich in 

/)(.,.) = ■D(u,K'-a)-^-..^Uo,f^ß .der 

3. jl>(tt,a) = 'Diu^K-a) — ^.fi+arctang(:j^.sn«sncii) und 

D{u,K'-a) = Z)(«,a)-^^;^.fi+arclang(^-^^;^.snfi8ncii;. 
Die vorigen Gleichungen können etwas einfacher also dargestellt werden: 



4. 



'S{u,K'-ä) = C(ti, a) — arctang(-r— ^.sniisncf«), 



tnc'a 
dn'a 



5. 



CiUyK'—a) = 'S(f«, a) + arctang(-r^.snttsncii), 

D{u^a) = C(ii, Ä''— a) + arctang(j— 7— .snwsncti), 

dn'a 



D{u,K'—a) = 'C(tt, a)-f arctang(-7-7 — .sntisnctij. 

Setzt man in den Formeln des §. 128. ft' statt k und ui statt u, so 

verwandelt sich log]/ ^"^^^^^ in 

, /dn'(a — fit) , /dn(u--at) , , ,/cn(ii — at) 

da dn' i« - «i) = dn' (- i (« + a»)) = ^°^" 1] "J. und dn' (a + »i) = 

CD^M -f- atj 

dnYf (u — aO) = r " ^*i 'st. Hiernach ist also 
^ ^ ^^ cn(fi — ai) 

/ff? ' r N ^1 /dn(ii — at) , 1 , ,/ cn(M — ai; 
= — (ft^sn asnc a)u— — log i/ ^ ; , — ^+ — log V ^) , — ^^ 
^ ^ • ^ r dn(ii + at) t ^ r cn(t* + at) ' 

'C(fi,a) + 'C(fi,/r'-a) 

/f'2 ^ » N ^ 1 ,/dD(ii — at) , 1 , /cn(ti — at) 
= (& sn asnc a)fi~ — log y . ) . — ;f + ;- log l/— 4— i — ^f i 
^ ^ t ^ r an(M + at) t ^ r en(M + ai) ' 

= !1 1 loa 1/ ^^<^J")- + } loa ./^"('^"«O . 

sn'asDc'a t ^ r dn(M4-ai) t ^ | cn(w-fat) 
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* 

Verbindet man hiermit die vorigen Gleichungen (l.)? (2.)^ (S.)? so erhftit man 

an/ N 1 />/ N * 1 cn(t< — at) 

'C(fi*a)+Crii, a) = —log — 7—1 — r^., 

iTi/ ^ I n/ N ^ * dn'a\ , 1 , ,/cn(ii — ai) 

und diese Gleichungen lassen sich also umformen:- 

'S(tt, a)--o(fi. a) = r— -n+arclangi — 7— ), 

'C (fi. a) + C (tt. a) = arc lang ( -i-iL —LiL j 
^ ' '^ ' ^ ^ ^ ^\snc'a sncii/' 

'/)(i«, a)+i)(fi, a) = — r-tt+arctangl — r-- )• 

^ ^ y ' V ^ / snc'a ®\snc'a sncu/ 

Die erste und dritte von diesen Gleichungen lassen sich noch etwas einfacher 
darstellen und wir merken besonders die Gleichungen an: 

6. 'iS(fi, a) + Df«. a) = arctang^ ",^ '-^^;^ 

^ ^ y ' ^ y J ®\snc'a sncti/' 

7. '/) (uj a)—S (tt, a) = arc tang ( — — • ) , 

8. 'C(ti,a) + C(w,a) = arc lang (i^.i^). 

^ ^ '^ V ^ / ®\snc'a snci/>' 

Die Gleichung (7.) erhftit man aus der Gleichung (6.), wenn man die beiden 
conjugirten Modul mit einander vertauscht und a% für a, ui fQr u setzt. 

Wir begleiten die vorigen Formein noch mit den folgenden Zusätzen. 
I. Setzen wir in der Gleichung 

C(u,K'—a) = 'jS(«i, a)+arctang(-~^sniisnci#) 

das Integral C(Uy Ä''— a) = / . '^" ^\^ und. 'S(w, a) = / '^" "• " 
^ ^ ' ' •/ l+w»sn't* \ ^ >' ^^ 1 — nsn'tt ' 

.so ist Ä = ft'*sn'acn'a dn'a, « = dn'^a, -4 = --1 — 7— = -tt — ^d 
« = ft»tac''a = -5^ = i^;i^, also 

«» = T^, (l^-m)(l-«) = *^• • 

ferner A = j/ "^""^*^ = y/(»»«) und £ = ^(» (1 -«)(«-*))= (1-») |/(mn), also 

T = ^-»- 

CreUe*t Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 2. 20 . 
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ist, SO giebt die Addition dieser beiden Formeln: 

C{uya) = *C\^Uy K'— a) — {k''^ sn o snc'a) .u + — logy d°/" T ^*\ ^^^^ 

2. / C(ii, a) = 'C(w, Ä''~a) — (&'^sn'asnc'a).fi+arctang^- — ^.sniisncti) und 

C^UyK'—a) = 'C(fi, a)--(&'^sn'asnc'a).w+arctang(-r^^.snwsncfi). 

Die Formel (3.) des §. 128. verwandelt sich in 

D{u,a) = 'Di«,K'-a)-^.u+Uog]/p^^ oder 

3. /Z)(fi, a) = 'DlUjK'-d) — t-, — .f«+arctang(y^^.snttsnciij und 

Diu^K^—a) = '/)(ii, a) — -i— 7^.11+ arc lang (-T^^.sn II sncii). 
Die vorigen Gleichungen können etwas einfacher also dargestellt werden: 

'S{u, K'-a) = C(ti, a) — arctang(Y-^. sn II snc«), 

4. \ 

C(u,K'—a) = 'S(fi, a) + arctang(-^^.snfisncti), 

D[u^a) = C(ii, /f'--a) + arctang(Y— T—sniisncfi), 
D{u,K'—a) = 'C(fi, a)+arctang(— T^.sniisncti^. 

» 

Setzt man in den Formeln des §. 128. k' statt k und iit statt u^ so 
verwandelt sich 'ogV^A^-r^ in 

^ r dn'(a + fiO ^ r dn(ii + ot) ^ r cn(ti + aO ' 

da dnV.a-ni) = dn-(-f(t> + ai)) ^ ^(ü+a!) "°^ dn'(a+iiO = 

dnYi (u — ai)) = °^" " ^^i ist. Hiernach ist also 

,-„ r »X * 1 /dn(ii--ai) . 1 , /cn(ii — cw; 
= — (ft^sn asnc a)ü— — log V ^ / . — ^+ — log l/ — j—, — rf , 

fLn 9 'S ^ I ,/dn(ii — Ol) , 1 , /cn(ii — ai) 
= (ür'snösnca)«— — log v v^-- — ^+ .- log l/— )— r— :f , 



sn'crsDC'a • ^} dn(M-rfli) t ^} cn(ii4-ai) 



— " ~ 
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Verbindet man hiermit die vorigen Gleichungen (l.)? (2.)^ (3.), so erhftit man 






iTi/ ^ I n/ > ^ * dn'a\ , 1 , ,/cn(ii — ai) 

^ ^ ' V ^ / x.sn'asnc'a tn'a/ ' t ®f cn(M + a») 

und diese Gleichungen lassen sich also umformen:- 

'S(tt. aj— jS(«i. a) = r— -n+arclangi — r— • ), 

^ ^ ^ ^ ^ '^ snc'a ®Vsnc'a sncii^'^ 

i/>/ N I •>/ \ X /sn'a snti \ 
'C (fi. a) + C (w. a) = arctangC— ; ), 

irfc/ Nim/ \ sn'a , . / sn'a snii\ 
'Dfti, a)4"^(tt»ö) = — 7— tt+arctangi — —' )• 

Die erste und dritte von diesen Gleichungen lassen sich noch etwas einfacher 
darstellen und wir merken besonders die Gleichungen an: 

6. ^S(u.a)+D(u,a) = arctang^ ",^ '-^^;^ 

^ ^ ^ ' ^ ^ y ®\snc'a sncf*/' 

7. 'D(u.a)—S(u.a) = arc tang ( ^ ^ • — —U 

^ ^ ^ V ^ / ®\snc'a sncu/' 

8. 'C(fi,ö) + C(ii,a) = arctang(-^.i^). 

Die Gleichung (7.) erhftit man aus der Gleichung (6. X wenn man die beiden 
conjugirten Modul mit einander vertauscht und ai far a, ui für u setzt. 

Wir begleiten die vorigen Formeln noch mit den folgenden Zusätzen. 
I. Setzen wir in der Gleichung 

C (uy K^ — a) = 'S {Uy a) + arc tang(— ^^ sn u snc i#) 

das Integral Ciu. K'--a) = / . '^" "'3" und. 'S(w, a) = / 4'^" "', " , 
® ^ ^ ' •/o l+w»sn't* V ^ / ^ j^ 1 — nsn'tt ' 

.so ist Ä = Ar'*sn'acn'a dn'a, « = dn'^a, ^ = —-j — -— = -— — und 

m = Ä»lnc''« = -jjji^ = 4=W' also 

«» = ^E^, (l+m)(l-«) = r,- 

ferner A = ]/ "^J^Zp = »^C»»») "°<* ^ = >'(n (1 -«)(«-*))= (1-«) |/(«i»), also 

T = *-»• 
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II. Setzen wir in der Gleichung 

D^UyK^—a) = 'C(tt, a)+arctang(-p-^snfisncfi) 

das Integral D{u.K*—a) = /-rh — ^ %^ und 'Ciu.d) = 1 —, — ^~A — , so 
ist, wie vorhin, 

m = YE^ öder (l+m)(l-ii) = *'^ 

Femer ist 4 = 777—1-7— und i? = *'^OT'a8nc'a; also ist 

m. Setzt man die in der Gleichung 

D (fi, a) + 'S (1«, a) = arctangv " f ' ^ " ) 
vorkommenden Integrale 

D(ii a) = / -T-i i — und 'S(i«. a) = / -^ i — , 

^ ^ ^ yo l+m.sn"u V ^ y j ^^ 1— n.sn"« ' 

SO ist 

fii = &^.tn'*a und » = dn'*a,' -4 = tn'adn'a und jB = Ä'^sn'acn'adn'a,- 

also ist m=^hr' rr^ folglich ^ ^ ^^ =^ = tt und n = — \% * 

Femer ist 

also P 

^4B^«(1-«) und 7-=»«-*'; 

IV. Setzt man in der Gleichung 

'Diu, .)-S(«, «) = arcl«ng(i!^.^) 
das Integral 

S(uyi$) = / -7-i — —T- nnd 'Dffi, tf) = / -3 r— 9 

so ist, wie vorhin, 

m = APtn'^a, -4 = 71 , »^dn'^a und i? = tn'adn'a, 

eil c* 

also 

Ferner ist 

^=: !/(«(«+**) (1+»)) und J?=|/!2<;±^; 
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also ist -^ _ ji^A^i^ 

V. Setzt man die in "ler Gleichung 

vorkommenden Integrale 

C(a.u)^/ -7-; i— und ^C(uja)=:/ -^ g — , 

so ist wieder 

Femer ist^ = -j-; — und i? = Ä'^sn'asnc'fl: also ist 



folglich 



^ =*■/;& -" i»=/a=iOi^, 



B _ n-k* _ 1-n 
il ~ »• "" m 



§. 134. 
Relationen zwischen den Integralen der zweiten and vierten Claue, in reeller Form. 

Setzt man in den Gleichungen (4.-8.) des §. 133. ui statt u, indem 
man zugleich den Modul mit dem conjugirten vertauscht, so erhfilt man 



'© («, K-a)-(g (1», a) = «rc Slang (-^ 
'©(«, a)-®(«, a) = arca:on9(-! 
'®(«, »)+©(!», «) = «wa:ong( 
C (ti, a) + (5(ii, a) = arca;an9( 



tna 
dna 



a 
sna 



nca 
sna 



snca 



dnti 
tnu 



dn 
snii 



^Cflf 

sn 






snctf/ ® r cn(a + w) ' 

"••.) = loir 1/^5^^?^. 
t-^ ® r cn(a+w) 



Es lassen sich diese Gleichungen zum Theil auch dadurch finden, dass man 
in den Formeln des $. 39. u statt h setzt, darauf mit du sie multiplicirt 
und integrirt. 

Wir begleiten auch diese Formeln noch mit folgenden Zusätzen, durch 
welche ihre Anwendung erleichtert wird: 
I. Setzen wir die in der Gleichung 

'€(«,/r-a)+@(«,«) = log/^gi^ 
vorkommenden Integrale 

20 • ' 
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so ist 

' sn a^ Ina' 

also 

Femer ist 

^ = ^(m(JP-.|fi)(l~m)) und g==|/ Cl-m)y-i») ^ 

also ist 

Ä 
•^ = ifi. 

II. Setzen wir die in der Gleichung 
vorkommenden Integrale 

so ist, wie vorher, 



Femer ist 



also ist 



folglich 



jl = A'snasnca and Jff = 



tnadna 



^=/^^^^ ^ «=/w^' 



■g- = m. 



m.* Stellen wir die in der Gleichung 

enthaltenen Integrale durch 

'@(fi. a) = / T -:i— und '© (w, a) = / -; 1— 

vor, so ist 

m = Arstfa und n = — -i- = -x5 — n — r--^, 

snc"a *• — Ä'sn'a ' 

also ' 

Da i4 = A'snacnadna und J? = tnadna ist, so findet sich 

^ = ^(m(Ä^^m)(l-«)) und B^^^ü^^^^, also ^ = ]^^m. 
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' IV. Setsen wir mit Besiehimg auf die Gleichung 

'®(«,a)+©(«,a) = log|/^g^ 
die Integrale 

SO ist, wie vorher, 

Da ferner il^^^tnadna und 5 = — —r- — ist, so ist 

CO a 

2, cncadnc 



sno 
also 






B = i;^(n-1)(»--A^).n) und ^ = |/ ^^^^!\ also ^=^ii-Ä^. 

V. Werden endlich die in der Gleichung 

(5'(«,a)+€(«,a) = log|/^g^ 
enthaltenen Integrale durch 

(g(u a)=^l -1 r- Wid ''yi\M,a)^l -r 1 — 

^ ^ ^ •/ 1— ifisn tt \ 9 j j ^ 1— nsn'u 

ausgedrückt, so ist wieder 

Femer ist ^ = iPsnasnca und J8 = -jj^, also 

§. 135. 

Ausdrock von 6(if+i9>a) durch @(ti,o) und ©(e^a). Aehnliche Ausdräcke ffir 

die andereo Integrale der zweiten Gasse. 

D« @(«.+r,a) = (»+e).ela- ''°»+^+°>7^°'("+*'-''> , ferner 
©(«,«) = «,.ela- '"»+''^-""»-°^ und 

@, X 1 lm(e+a)— lm(e— a) 

ist, so erhält man zunächst, wenn von der ersten Gleichung die Summe der 
beiden anderen subtrahirt wird, 

®(ii+e, fl) = @(ii,a)+©(t>,a)+i[lm(ii+a)-lm(fi-a)+lra(e+a) 

— lm(e— a)— lm(ii+e+a)+lm(ii+€— a)]. 
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Derjenige Theil dieses Ausdrucks, welcher Modniar- Logarithmen enthilt) 
iässt sich auf mehrere Arten also umformen^ dass er durch cyklische Mo- 
dular- Functionen berechnet werden kann und kam auch in der Formel (11.) 
des §. 73. vor. 

Wird die erwähnte. Formel benutzt und wird gesetzt: 
1. ®(u+f>ya) = ®(ii,a)+®(i>,a)+2ltca;an9(^), 
so haben wir zur Bestimmung der hyperbolischen Amplitude fh In dieser 
die Sinus -Integrale der zweiten Classe betreffenden Formel den Ausdruck 

9 9iTr^f,n^fu\ - 1^^ J*+*'sna8nw8npsn(tt+p+a) 

Derselbe im §. 44. und §. 45. mit log U bezeichnete Ausdruck ist in anderen 
Formen darstellbar und es ist 

J3\rn/ © r SHttsnc— gnasB(ii+©— a) ® r 8n(ii— a)sii(c — a)' 



4. fLxcZatiQifJh) = log 




-log 




,-»-.n.(it±i)s»-(4J+.) 



'-»••"•(^)"'( 



2 



5. ÄrcS^ttgCiUj) = ^ 



-* 



6. ^LttZan^ifi^) = 

7. Are long (iUa) = 

8. Hrc^^angCiUs) = 



,-».„.(i^)...(4£+.)' 

Ji—k*anXÜ—a)sn\t—a) 

y i-k*8a*aia*(u+v+a) ' 

J i—k'snu»n9WB(u — a)sn(v— a) 
* r 1— **8n»8ne8B(i«-)-c)8B(»4-a)' 

/8B(ll4-t> + 0) 



og 



og 



0? 



+ ä) _ I ^ 8B(lt + a)8B(P+ g) — 8aM8Bt) 

— a) ^ r 8ntfsa«— 8b(ii— a)8B(e — «) ' 



8n(ii+» 

/sn(w — a)sne— 8b(p— 'o).aBw 
* r SB (e -j- o)8BN — sn (u + a)8B« ' 



9. «wa:on9(/i,) = i 
Aarserdem haben wir noch 



^„-/l-**sB'»sn'(f>-o) , ,, /I-»*8b'i?8bVii-o) 

°»yi-»*8B*«8B»(r + o)+****«yi-*W«8B'(i + a) 



10 — *'^"^<^°^dnflsntisnosn(ti+p) 

^ "" cn^a4'Sii*adnacdnf?dn(ii-|-i') ^ 
_ Ät*snacnadnfl8nii8n<?sp(ii-f>p) 



11. fi2 = 



dB*a4'ik*sii'acBifcne€n(ii+^) 
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Da 



S(f»+i>^a) + @(tt+f>, a) = ir'siiasnca.(tt+t?), 
S(ii, a)+@(w, a) = Ä^snasnca.« und 

ist, so erhält man, wenn man von der ersten Gleichung die Summe der 
beiden andern sublrahirt, und für @(fi+r, a) — @(tt,a) — @(r, a) den Werth 
'ilrc3;a«3(/U2) setzt, 

12.. e(fi+«?,a) = e(tf, a) + S(r,a)-2lrc2;an8(/ia). 
Ganz eben so findet man noch 

13. J>(tt+€?,a) = ©(ti,a)+X)(r,a)-atc2an9(iU2). 
Man kann diese Gleichung aber auch aus (7.) dadurch herleiten, dafs man 

ka statt a^ ku statt u, ke statt e und -r- statt des Moduls Ar setzt, wobei 

fjh, unge&ndert bleibt. 

Zu denselben Resultaten führt auch unmittelbar die Anwendung der 
Gleichung (11.) §.73. 

Zusatz. Setzt man ti + <> = i^^ also cn (tf + 1') = 0, so wird 

fJh=^ J-« = Arsnasncasn«snctt und die Formeln (1., o., 8.; 

stimmen dann mit den Formeln (1., 2., 3.) im §. 126. überein. 

■ • 

§. 136. 

Entwicklung der auf ein zweigliedriges Argument U'\-f> bezogenen Integrale der 

ersten, dritten und vierten Classe. 

Setzen ¥rir in den vorigen Formeln ai fftr a^ so wird ^Uj imaginär. 
Setzen wir also i./^ an dessen Stelle, so haben wir für die Integrale der 
ersten Classe die Formeln 

S (ii+t>, a) = S{uy a) +8 (r, a)+arctang:(^i), 

C{u+f>^a) = C(fi,a)+C(r,a)— arctang(fti), 

D{u+t,ä) = D(ti, «)+l)(i>, a)— arctang(^i), 

__ ifc*tn^adn*a8niisnt?gn(ti+p) _ t*tn^adn*asnwsne8n(tf+p) 
'^*"" 1— sn'"adBiidnodn(i«+€) "" dn"a^Jr'fB'*acntfon«on(ti4-t>) ' 

lYenn man aber den Modul k mit k' vertauscht, feiner ui statt u und <?e 
statt 9 setzt, so wird fJh negativ und imaginir. Bezeichnen wir also den 
geänderten Werth von vfi mit — i./^i so erhalten wir die Formeln 
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'S{u+f>,a) = 'S(f*, a) + 'S(r, a)+aretang(/t^), 

. 'C {u+e, a) = 'a(u; <i)+'C(r, a) + aretang (/ij) , 

'/) (i^ + «?, a) = 'D (II, a) + 'D (r, o) + arc lang (th) , 

_ *^*gn^gco*fl<ln^g8nti8agsn(ii+t^) 
'^ "" dn'*acnttcnf>cfl(t«4-«>)'+*"sn''a * 

Man erhfilt auch 

_ i|p^*8n^acn*adn*äsntfsnp8n(ii + t?) 

• ^ "" cn'* acnucnf>cn(u -{-v) -\- sn*^ adnu invAn (u -{- v) * 

, , / , N dniidnüdn(u + f)) — /f^' . ^ j u • u j 

uad da cnwcn«cn(|i+D) = = \ ^ ist, so verwandeil sich der 

Ausdruek in - , 

— * * s"^gen^<>dP*gs»«*snpsn(ti + t?) , 

^^ "" dn'*adn.ttdiii)dii(u + f?)-*''cn''a ^^'' 
k^V^sxk^ asnc' asnu snt^sn (u + c) 

u^ r= ^ \ — —2 L — -^ — • 

^ ^ dnudnf>dn(ii+t?) — *'*snc''a 

Setzt man in den vorigen Formeln ai statt a und iyu^ statt ^^^ so- eriifllt 
man endlich für die Integrale der vierten Classe die Ausdrücke 

. '©(««+ ^ a) = '@ (fi, a) + '@ («, a) + ?ltc Sang Ca^) , 
'S (fi+r, a} = '(J(fi, a) + '(5 (r, a) + arca;attgCa4), 
'©(ii+t>, a) = '© (tt, a)+'®(t?,o).+ arc Sang (AI4) und 

_ ytngdngsntisno8n (u + t?) 
' * "" dn'acnt«cn€cn(ii + «?)— *'*sn'a ' 

övr^/ .0 1^ 1— *'Mnatnttlnf>ln(« + € — a) 

§. 137. 

Entwicklung der Integrale aller Classen, wenn ihr Parameter ein Binom ist. 

Nach §.121. ist 

@(a, ti+r) = ©(•!+€?, a)+a.el(w + c) — («'+«?). ela. 

Eben so ist auch 

@(fl,ii) = ®(ii^a)+a.elti— «.ela und 

@(o,r) = ®(f>,a)+o.eIr— €?.ela. 
Subtrahirt man von der ersten Gleichung die Summe der beiden anderen. 
so erhftlt man 

<^{ayU^-f^ = @(o,i«)+®(a,r)+a(el(i«+€)~elfi^eIr)+ari:a:an9(/i,), 
wenn man fQr @(ti+t?,a)— @(ti,a)— @(r, a) den Werth 8lrc2:(m9(^) dem 
§. 136. gem&fs an die Stelle setzt. Da außerdem nach §. 65. 

el(i*+t?)— ©I«— olr = — *^sniisnrsn(ti+<>) 
ist« so reducirt sich die Formel auf 
1. ®(a, ir+r) = ®(a, •i) + ®(a5«?)— fl(*^sniisnüsn(ti+r))+Jltf2:aiig(/i,). 
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Da ® (a, u) + @(a, u) ^. a.&^sntisncti^ ® («, ^) + @(a/t?) = a.A^snrsnc«? 
und ®(a, ti + r) + @(a, ti + r) = a.Ä^sn(fi4-f>)snc(tt + f?) ist, so erhält 
man, wenn die Summe der beiden ersten Gleichungen von der dritten sub- 
trahirt wird, 

®(a,tf + c) = e(a, «) + ©(«, «?)-(©(«, tt+r)-@(«,tt)-@(a,r)) 

+ a . Ä^ (sn [u + ©) snc (w + €?) — sn tisncti— sn c snct?) ; 
und wird die vorige Gleichung benutzt, so erhalt man 

+ a . &^ (sn (tt +c) snc (ti+ ©) — sn iisncf« — snr sncr + snwsnf? sn (tt+f?)) 

—Site Sang (.uj). 

Der die cyklischen Modular-Functionen enthaltende Theil dieser Formel ge- 
stattet noch eine namhafte Zusammenziehung. Nach §. 38. ist 

tn (tt +©) du (11+«') — tnttdnti-- tn r dn© 
= &'Mniitn€?tn(f«+t?) — &^snfisn©sn(fi+©). 

Setzt man in dieser Gleichung ku statt u^ kv statt © und -j- statt des Mo- 
duls k, so verwandelt sie sich in 

sn (tt + ©) snc (ti + ©)—■ sn tt snctt — sn © snc © 

= — nr^cncttcnc©cnc(tt+©) — snttsn©sn(tt+©), 
und wird dieser Werth in der vorigen Gleichung substituirt, so erhält man 

2. ®(a, fi+©) = ®(a, ti) + (5 (a,©)~a.(^-j^ cncf«cnc©cnc (ii+©)J 

— SlrcSangCiCfi). 
Da femer 2) («,«)+ @(a,tt) = tu tidntf.a, S)(a, ©) + @(a, ©) = tn©dn©,a und 
3)(a, tt+©) + @(ö, tt + t?) = tn(f« + ©}dn(tt+©)a ist, so erhfllt man 

2)(a,w+«?) = S)(a,««) + 2)(a, ©)-(©(«, tt+©)-@(a,fi)-@(a,©)) 

+ (tn (ti+ ©J dn (tt+ ©) — tni« dutt— tn© . dn©) . a, 
oder auch 

3. S) («,«+©) 

= S)(a,tt)+S)(a,©)+a(&'^tnwtn©tn(tt+©))-8lrc2an9(/e2). 
Dasselbe Resultat findet man, wenn man in der Gleichung (2.) ka statt a, 

ku statt u, Ä© statt ©. und -r- statt des Moduls k setzt. 

Setzt man in den vorigen Formeln ui statt u und ©i statt ©^ wodurch 
sich /i2 in —ifh' verwandelt, so erhält man 

4. S(a, w+©} 

= S(a, f«) + S («,©) + a(&'tn'«tn'©tn' (tt+©)) — arctang(/i3'), 

Crelle'B Journal d. M. Bd. XIX. Heft 2. 21 
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5. C(a, ii+€?) 

= C(ay u) + C{ay ©) + a(^-T-cnc'iicnc'rcnc'(ti+r)J+arctaiig(^3'), 

6. D(a, ii+t?) 

= /)(a,ti)+/)(a,€?)— «(^'^sn'tisn'f? sn' (!<+«?))+ arc lang (.Uj'), 

und in diesen Formeln ist 

, _ fc*8D^tf8n^t?8D^(ti4-P)8nacDadDa _ Ä'fc"8n'ii8n'ü8n'(ti4-t))8na8nca 
^^"~ cn'ucn'f?cn'(ii + f>)dn'a + *'8n'a ~~ dn'tidn'üdn'(ii+«>)— Ä'snc'a ' 

welche Gröfse sich also von 1U3 dadarch unterscheidet, dafs die beiden 

Modul Ar und Ar' mit einander vertauscht sind. 

Setzt man in den drei ersten Formeln ai statt a, indem man zugleich 

k mit k' vertauscht, wodurch sich fi^ in $>/ verwandelt, so hat man 

7. 'S («,!# + €?) 

= 'S (a, u) + 'S (a, v) — arc tang (|u/) + a (A'^ sn'i# sn'o sn' (i# + ©)), 

8. 'C{a,u+e) 

= 'C{a, u) + 'C{a, f?)--arctang(,a/) — ö(^— cnc'ttcnc'©cnc'(w+©)), 

9. 'D{a,u+f>) 

= '/)(a, u) + 'D{a, ©)- arc tang (/i/) + a(&'tn'titn'ctn'(ti + c)), 
,_ Ä"8n'tt8n'ü8n'(tt-|-*^)toödna _ f 8n'u8n't)8D'(ti4-t>)tnadna 
^* "" dn'a— ik'*cn'ucn'f?en'(a4-t?)8n'a ~~ 1 — dn'udn'rdn'(i« + f?)8n*a 

Setzt man in diesen Formeln endlich ui statt u und vi statt ©^ wodurch sich 

^/ in —^4 verwandelt, so hat man 

10. '©(«,«+©) 

= '© (a, 11) + '© (a, ©) - a (*" tn 11 tn © tn (« + ©}) + Slrc^ang ( U4), 

11. '(£(«,11 + ©) 

= '®(a, fi) + '®(a, ©) + a(-j^cncticnc©cnc(ti+©))+8lrc£an9(^4)9 

12. '3)(a,ti+©) 

= 'S) (a, «) + '2)(a, ©) — a(Ä'snwsn© sn (« + ©))+ Site Sang (1U4), 
und in diesen Formeln hat /i« dieselbe Bedeutung, wie* in §.136. 

§. 138. 
Entwicklung der Integrale der zweiten Classe, wenn so wohl' ihr Argument, als auch 

ihr Parameter ein Binom ist 

Es ist 
= ii.elfl+©.eI6 — i[lm(ii+a) + lm(©+6) -lm(f«— a)— lm(© — 6)]. 
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Setzt man hierin u+f> statt u^ ii— «? statt «?, a+6 statt a und a— 6 statt b, 
80 erhält man 

©(« + <?, a+6) + @(ti-€J,a-6) = («+<?). el(a+6) + (w-«?).el(a-6) 
— •i[lm(tt+«? + a+6) +lra(tt— ^ + a— 6) — lm(fi+t? — a— 6) — Im(f«— <? -a+6)]. 
Da nan aber 

f = Im-^+lm— j- + log|/(^l-&'sn'--^sn'— g— j 

ist, so erhalten wir 

lm(M + 1> + « + fr) + lm(M — r + ö — 6) 

2 

= lm(tt+a) + Ira(© + 6) + log/(l~&'sn'(f« + a)sn-(tt + 6)), 

Im(M + «^ — ö— 6) + lm(ii — v — a + b) 

2 

= lm(«-a) + lm(€J-6) + logy(l-&'sn'(f«-a)sn'(<?~6)), 
und werden diese Werthe substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
chung in 

@(w + «?, a + b) + ®{u—€i, a—b) 

f , NW I iL> 1 / \ 1' iL\ I 1 / 1 — Ä'8n'(u— a)8n*(ü— 6) 

= (fi+<?)el(a+6) + (tt— «'yeUa— 6) + logi/-i — ,, .. . ; ,; , ,x 

— (lm(ii+a) — lmf«i -a) + lm(t?+6)—lm(c — 6)). 
Da ferner 

— (lm(f«+a)— lra(tt — a)) = -2w.ela + 2@(w, a) und 

-llm{v + b)-lm{f)-b)) = -2ü.el6+2@(<?,6) 
ist, so erhalten wir durch die Substitution dieser Werthe 

©(« + «?, a+b)+(B{u--Vy a — b) 
= (fi+t?)el(a+6) + (ti-©)el(a-6)-2«ielo-2©el6 

Da 2w = (ti+«?) + («—«?) und 2© = (ti+©) — («i— ©) ist, so läfst sich der Theil 
dieser Formel, welcher die Nodular -Integrale der ersten Art enthält, auch 
also darstellen: 

(f«+r)[el(a + 6)-ela-el6] + («-<j)[el(a-6)-ela+el6]. 
Da aber el(a + A) — ela— el6 = — &^snasnAsn(a+fr) und also 

el(a— A) — ela + el6 = +&^snasn6sn(a— 6) 
ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 

1. @(fi+©, a + b) + ®{u—v, a—b) 
o/s/ \ I O/S/ L\ I 1 / 1 — &'8n*(w— a)8nYf?--6) 

= 2@(w, a) + 2@(©, A) + logi/-i — >, ,; , : ,; , ,: 

— Ä^sna.sn6.[(ti+©)sn(a+6) — (w--©)sn(a— 6)]. 

21* 
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Vertauscht man in dieser allgemeinen Formel a mit 6^ oder auch u mit f>, 
so erhält man 

@(ti+f?, a+6) — @(tt— r, a — 6) 

•—Ä^snasn 6 . [{u + t>) sn (a+ 6) + («—«') sn (a — 6)], 
und wird diese Gleichung zu der vorigen addirt, so entsteht 

2. (B[u + v,a+b) 
= @(fi,a) + @(€?,a) + ®(w, 6) + @(f?, 6)-(fi+f?).(&'snasn6sn(a+6)) 

, // 1 — &'8n'(t* — a)8n*(t? — fr) 1 — A'8d'(o — g)8n'(ti-~fc) \ 
+ *^SyVi-Ä«8n> + a)8nXt? + fr)'i--Ä'8n\ü + a)8n>+fr)/ 

Setzt man in dieser Formel 6 = 0, so reducirt sie sich auf 

3. (B{u + V, a) 

= @(w,a)+@(€?, a)-fIogl/vri — ii — 5 — TT X \ '^A — n— i — »;.; ), 

und es ist mithin auch die im §. 136. vorkommende Gröfse ^i-i ausge- 
drückt durch 

or o. / X 1 // 1 — **8n*«8nYtt — a) 1— A'8n*ii8nYt? — a)\ 

SlrcSangC^) = \o% ]/ (ih^wF^^^Tm)- • T.rpü» «8nX« + «) )- 

was mit der Formel (10.) im §. 44. fibereinstimmt. 

Setzen wir 6 = in der Formel (1.), so wird sie 

4. @(«+r, a)+®(«-e, «) = 2@(«, a)+logy(^^^?^^?^|^). 

Setzt man aber in der Formel (1.) t? = 0, so erhalt man 

5. @(«i, a+6) + ©(ti, a—ft) = 2©(f/, a) — f/.&^snasn6(sn(a+6) — sn(a— 6)) 

, / 1 — A'sn'fr sn Ytt — a) 
+ *^& y Tlp8n'fr8n> + a) ' 

Will man diese Formeln auf cyklische Integrale Obertragen, so mufs man den 

logarithmischen Ausdrücken zuvor folgende Form geben: 

, /l — Ä'sn'frsnYtt — a) or o- / 2&'8n'fr.il.Ä \ 

worin ^ = cnadnasnti^ £ = cntidntisna und P= 1— &^sn^asn'«i ist, so dafs 
sn (ti—a) = "7 und sn («+«)= "t ist. 

Wir formen den in der Gleichung (2.) enthaltenen logarithmischen 
Ausdruck noch um. Setzen wir 
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tt + ß =v—a, also a = - ~ , so ist a— a' = 0, 

tt—ß=9—h, -- ß = g ^ , - - a + o' = tt+c-a-6, 

«'+/?' = «-&, -- «' = "+%°-\ - - ß-ß'=-{a-b), 

a'-ß' = t-a, -- /?' = » :i^+^II^- , - _ ß-ß' = u-^. 
Da nao nach $. 42. ist 

1— Ä'8n*(« + «08n'(a-oO * 1-*'8n'(/?+/S')8n'(/9— /S»)/ 
■ i—k*Bn(a-\- ß) m{a— ß)Bn{a'+ß')Bn{a'—ß ')\ 
i — Ä'snj« +ä')8n(o-o')8n(/J+/S')8ii(/J-/^/' 

SO erhalten wir durch Substitution der vorigen Werthe die Gleichung 

* '(l-ft'8n>- o)8n'(t>-6))(l-*'8n'(«-6)8n'(»-o)) 



?(- 



iC 



i- 



1-A'8h'(ti~t?)8n»(a— 6) 

|/(1 — Ä' sn (tt — a) sn (r — 6) sn (tf — 6) sn (f? — a)). 

Setzt man in dieser Gleichung — a statt a und —6 statt h^ so erhält man 
eine nene Gleichung, und wird die vorige durch dieselbe dividirt, so entsteht 

6. @(ii + f>, a+6) 

= @(ii,a) + @(w, 6) + @(r,a) + @(r, 6)-(«i+r)(Ar'snasn6sn(a+6)) 

. / 1 — *'8n(tt — a)8n(ti — 6)8n(f?— aj8n(t?— 6) 

+ ^^ y l-ik'8n(tt + a)sn(ii+6)8n(fj + a)8n(öTfry " 
Werden die vorigen Werthe im zweiten Ausdrucke des §. 42. substituirt, so 
findet man 

7. @(i#-f «?, Ö + 6) 

= @(w,a) + @(«i,6) + @(<?,a)-f ©(<?, 6)-(tt+«)(*'snasn6sn(a + 6)) 

, /8n(tt — a)8n(c — 6) — 8n(ti — 6)8n(i? — a) 
^ y sn (u + 6)8n(c-(-^) — »n (w -f a)8n (c + ^) 

Wir übergehen die Aufstellung der Ausdrücke für das Cosinus- und 
Differente-Integral, welche sich leicht aus den vorigen herleiten lassen. 
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Zwölfter Abschnitt. 

§. 139. 

Erste Art der Berechnung von — o — ^ ^ wenn amti und ama nebst dem 

Modul k gegeben sind. 
Bei der Berechnung des Integrales @(fi, a) = ti.ela — ^K^-r^)— — \ ~"/ 

kommt es hauptsächlich auf die Berechnung der Differenz — ^ T — ^ 

aus amtf^ ama und dem Modul k an. Man kann nun zwar aus den drei 
gegebenen Gröfsen am(a + ^j und +am(a— «i) berechnen, und hieraus 
findet sich dann lm(a+2i) und Im(a— ti), nach den im §.87. und §.89. 
angegebenen Vorschriflen ; aber dieses Verfahren ist nicht mehr anzu- 
wenden, wenn eine der beiden Gröfsen a und u imaginär ist, das zu 
berechnende Integral also entweder zur ersten oder dritten Classe gehört 
oder von cyklischer Natur ist. Es mufs also ein Verfahren der Berech- 
nung entwickelt werden, welches auch dann anzuwenden ist, wenn ent- 
weder das Argument des Integrals oder sein Parameter imaginär ist. Lei- 
ten wir aus dem Argumente u und dem Modul k die immer kleiner wer- 
denden Argumente Ui^th^ t^, u^ etc. mit den noch viel rascher abnehmenden 
Moduln Ati, As, h^ A« etc. nach §. 58. her, so ist, wenn die am angefahrten 
Orte gebrauchte Bezeichnung auch hier angewandt wird, 

« = ^ = -?^ = -?^ = i^ = elc. 

tn^ lUj ntj m^ 

Leiten wir nach demselben Verfahren aus dem Parameter a die immer 
kleiner werdenden Parameter ai, 02, 03, »4 etc. her, so ist auch 

a. a, a, a. . 

a = -^ = -^ = -^ = -^ = etc. 

ITtj ITtj ntj m^ 

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man 

a+u^ ^-+^- = ^-+"' = ^'+^' = ^^^'^^ =etc., 

iiij m^ m^ m^ 

a-„= "-"■ = '*-»' = °-"' = "-»« =etc. 

wij 1», iWj tn^ 

Wegen dieser Gleichungen ist aber nach §. 87. 

, , . , E (u + ay , , 2 , ^, 2 

2 

+ 41og 4 . , . — \ — v- + etc. und 
^ ^ 1 + dn(a,+iiJ 
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I . V E (u — ay , , 2 , ^, 2 

^ "^ /f 2 ' ^i4-dn(M — a) ^ 1 + dn(tij— aj 

+ 4 log -r-— 3-7 V-+ etc., 

wenn sich die in diesen Reihen vorkommenden cyklischen Differenten auf 
die sich rasch verkleinernden successiven Modul A^, &2, A3, Ar« etc., wie im 
§. 87., beziehen. 

Wird die untere Reihe von der oberen subtrahirt, so erhalt man 



+ 41og|/^ 



+ dn(tt, + a,) 
l + dn(tt,— a,) 



+ etc. 



Bezeichnen wir die Summe der logarithmischen Glieder dieser rasch con- 
vergirenden Reihe durch U, so haben wir 

lm(a+«)-lm(a-u) ^ | ^„^y 

Wir entwickeln nun die einzelnen Glieder der Reihe U. Nach §. 33. ist 

"« /i+d.lü+a) = *'^»9(S;)-anS»»9(J^) »ö« a»ch 

indem man a mit u vertauschen darf, ohne dafs der Ausdruck auf der lin- 
ken Seite dadurch geändert wird. Hiernach ist also zunächst, wenn a<Cu 
angesehen wird, 

U = atcSan8(^)+2aK2aii9(^;)+4ätcSon9(555)+ete. 

und wenn a^u ist, so wird man in dieser Reihe durchgängig a mit u ver- 
tauschen. 

Die negativen Glieder dieser Reihe gestatten noch eine einfachere 
Darstellung. Da nämlich nach Formel (20. §. 53.) 

inu = {i+ki).\ — - und also auch tna = (l+Äi).g — ^ ist, so ist 

-3 — -T—^ = 7 — , eben so -^ — —rz~^ = i — - u. s. w. 
dna,tDUj tnti ^ dna^.tnu, tnu, 

Wird hiervon Gebrauch gemacht, so ist 
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woraus zu ersehen, dafs dieselben hyperbolischen Arcus, welche im negativen 
Theile der Reihe vorkommen, mit Ausnahme des allerersten, auch in dem 
positiven Theile der Reihe enthalten sind; wodurch die Rechnung ungemein 
erleichtert wird. Setzen wir zu noch gröfserer Abkürzung 
rv dntitna r>* tna ^^ tna, r^ tna, . 

^«»"9'* = di^tai^' ^""9^' = ta7' ^"n9^=taür' «0119^3 = ^^ etc., 
SO haben wir die folgende einfache Darstellung: 

1. U = (ii^i~iti) + 2(.a^-/iO + 4(a3~,if2) + 8Ci/4-.U3)+16(//6~ii^4) + etc., 

und es handelt sich nur noch um die Feststellung eines Mechanismus der Be- 
rechnung der Gröfsen fi, /u^^ fi^^ fi^ etc. oder auch ihrer hyperbolischea 
Tangenten. 

Wir leiten zunächst aus amti = ^^ ama = a und dem Modul h, indem 
wir A = 1^(1— Ä^sin^y) und A'= |/(t~Ä^sin^a) setzen, die Gröfsen 

A A' 

her. Da tn». = — ^.tn« und eben so auch tna. = — '.tna ist, so ist 

tno, _ A', tno , 
tn«, ~ A, * tna ' 



2. 



_ ^'. 



Xan^f^ = -^ .%anQfii, ehen so ist 
^' ^ Sang ,«« = ^ . Sang /«, , 

A' 

2;an9iU5 = ^.2an9iU4 

u. s. w. 
Die erste dieser Gröfsen ist Sang fii = ^ = tanf^ ' ^°^ hieraus findet sich 

Die Berechnung der Gröfsen fi, ^i, fi2^ A^3 etc. geht also sehr ein- 
fach von Statten, wenn man, falls a und n beide reell oder beide imagi- 
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när sind, eine Tabelle der Logarithmen der hyperbolischen Functionen 

A' 
zu Hülfe nimmt. Da überhaupt ä^angi^r+i = 7^ .^ötig/a^ ist und bei eini- 
ger Gröfse von r (etwa r =^ 4, bei einer Rechnung mit zehn Decimal- 
Ziffern,) schon A^ hinlänglich genau =77^ also auch ^'r = ^ wird, so ist 
dann Sang/U^+i = Xang.Ur^ oder fi^^^=^fi^. Die Gröfsen fi^ fii^ et,, /u^^ 
fi^ etc. nähern sich also sehr rasch dem Verhältnisse der Gleichheit, und 
eine Folge davon ist, dafs die Reihe (1.) sehr rasch convergirt. Bei einer 

Rechnung mit zehn Decimalziffern ist schon das Glied 16(,U5 — u«) = 0. 
¥x cv tnötr tang(ar) . . r 

Da Sang/^+i = j^ = öing^ ^^^' ^^"" ^ ^^^^^ ^®""^ genommen 
wird und ar = 'i]a, wie auch fi^ = ?/fi wird, so nähert sich XanQf^r bei <Jer 
Vergröfserung des Index r sehr rasch der Grenze ^Sy^J 

Wenn ama>>amti ist und die Gröfsen a und u beide reell oder 
beide imaginär sind, so hat man in den vorigen Formeln nur a mit u, (p mit 
a, also A, Ai, A2, A3 etc. mit A', Ai, Aj, A3 etc. zu vertauschen. 

E F 

Das Verhältnifs ^ wird nach der Formel ^ = 1—/ im §.84. be- 
rechnet und die Gröfsen a und u bat man nun nach den im §. 58. und 
seinem Zusätze entwickelten Formeln zu berechnen, weil dieselben Hülfs- 
gröfsen dabei angewandt werden, welche zur Berechnung der Glieder der 
Reihe U dienen. 

Anmerkung. Setzt man den Gleichungen (3.) noch die zur Be- 
rechnung von ^1 dienende an die Spitze, so sind sie 

A' A' A' 

2;ang i«^i = ^ • ^^^9 1^» ^^^9 f^^^"^- ^^^9 -^i ^ ^^^9 •'^^ = ;^ • 2;ang ^2 u . s. w. 
und hiernach werden nun alle Gröfsen J^angA^,, 2^ang^2 9 ^^angi^a etc. aus 
der ersten %anQ/Lt = . i/ri — J^' ' ' ^ ^^^^ einem sich ganz gleichbleibenden 
Gesetze berechnet. 

Da %amu = ist, so wird man die Gröfsen w' und a' nach 

den Formeln t8ngy' = r^— und tang«' = jLür berechnen und dann ist, 

wenn a und u beide reell sind, 

"' cosqp' cosa 

Zugleich ist dann 

. CO8QP , ., cosa 

A = . , und A—— — r- 
&m(f' sina' 
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§. 140. 

Erste Art der Berechnung der Integrale ®(u, a), S(ti, a) und ^(u, a) unter Beschränkung 

auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Da das Integral @(ii, a) = tt.ela — ^v^+^)— ^ai^a—u) .^^^ ^^ besteht 

seine Berechnung aus drei getrennten Acten. Setzen wir 

I ^^ . of j lm(a + u)— lm(a— u) E , ^-| 

ela = -j^.a + 8l und — ^ ^^ — ^^ ^ = Y«tt+u, 

so ist u.ela^-jr.au + ^.u und es hebt sich also, wenn dieser Werth snb- 
stituirt wird, noch ein Glied auf, da 

Wenden wir nun dieselbe Bezeichnung an, wie im §. 139. und setseo 
u = (p, ania = «, tangi^' = j^,^ und tanga' = ^^^^, also 

. COSOp ., cos er _ COSQp cosa' 

smqp' ' sina' ^ ^'^ cosg/ cosa ' 

so ist, dem $. 86. gemäfs, 

2. Sl = ^, /(m-AO(A>-n) ^^ /(m.-A'.)(A'.-n.) 

+ 4.A;i/^'"'-^»)^^'-"') +8.a;i/('"'-^'')<^''-"') +etc 

Der Factor ti giebt eine von den Formeln 

. / X • / 2fii, 2ifi, 2fii. 2fii. \ 

^ ^' ^ V' V„+^ «,+A, n,+A, «,+A, y' 

tang(jy«) = tangcp.f—^ • — ^ • ^ • ^ •.••). 

\ m iiij m, fiij / 

Die Berechnung des Parameters a aus ama = a ist der Formel (1.) 
gemäfs nicht mehr nöthig. Will man ihn jedoch berechnen, so geschieht es 
auch nach den Formeln (3.) und man hat zu dem Ende nur a ftr u, a fflr 
(p und A', Ai, Ai, A3, Ai etc. für A, Aj, Aj, A3, A4 etc. in jenen 
Formeln zu setzen. 

Das Glied U giebt, wie im §. 139., die Reihe 

4. U = i>i-iCi) + 2(/i2-^0 + 4(^3-^) + 8(^4-/^3)+etc. 

Die Nodular -Zahlen oder Modular- Bräche sind dieselben, wie im §.56.; 

auch 1] hat hier dieselbe Bedeutung, wie am angeführten Orte. Die Gröfsen 

A, Ai, A2, A3 etc., ferner A', Ai, A^, Ai etc. und /^i, ^, jUs, fi^ etc. 
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werden nach den im §. 139. und in der beigeffigten Anmerkung angegebenen 
Formeln berechnet. 

Wenn a'^q) ist, so wird man alle von a abhängigen Gröfsen mit 
den von (p abhängigen, jedoch nur in der Reihe (4.), oder eigentlich in 
den Formeln (3.) des §. 139. vertauschen, da U eben so von a als von 
q> abhängt. 

Da nach §.116. ^{u,d)= k'^snasncu.u-'(B{u,a) und 
S)(ii, a) = tnadna.ii — @(tt, a) ist, so erhalten wir 

5. K(tt, a) = (&^sinasina'--Sl)fi + U, 

6. 3)(tt,a) = ^,-8l).tt+U. 

Setzt man (p==\n, so wird U = 0, tt = Ä = -^— , also ist 

@(Ä,a) = J^Y' 

C{K,a) = i7i(&'sinasina'-8l).-, 



^cf.-) = *'-C5-«>i 



§. 141. 

Erste Art der Berechnung der Integrale S(u, a), C(u, a), D(u, d) unter der Beschränkung 

auf den Oebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Um die Ausdrücke fOr die Integrale der ersten Classe zu erhalten, 
brauchen wir in den Formeln des §. 140., welche a enthalten, nur ai für a 
zu setzen, wobei die Gröfsen A', A|, A,, A3, A« etc. reell bleiben. 
Setzen wir nun wieder amti = ^ und am'a = a^ so wird, wie vorhin, wenn 

A = . , , aber A = - — - 
Bm<|p' ^ sina' 

Die Formeln (2.) im §. 139. und auch die Modular-Zahlen bleiben 
dieselben. Die Gröfsen fi aber werden sämmtlich imaginär. Setzt man aber 
i/i für fiy ifii für ^1, %fi2 für ^2 u. s. w., so wird fi durch die Formel 

tangu = f-.sinasma 

bestimmt. 

22* 



168 8> Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und dar Mod.-Integr. %. 142. 

Ferner ist nun 

A' 
tangj«, = -^.tangju, 

tang^ = ^.tang/*,, 
tangiUj = -^.tangiU,, 

tangju, = -^.tangjUj 

u. s. w. 

Die Formel (1.) des §. 140. wird, wenn man Ai für ^ und Ui für U 
setzt, 

S(tt, a) = A.u—U, also 

und für die in diesen drei Formeln vorkommenden Gröfsen A und U hat 
man die Reihen 

A = ^;/A'-m)(A>-n) .^^ /(A'.-m.XA;-n.) 
f tnm^ f m,iii, 

+4A;i /<^'-'"»XA;-n.) ^Q^, / (A;-m.)(A;-n.) ^^^^^ ^^^ 

^ = (/*i— /*) + 2((«,— iiti)+4(iU3— |«,) + 8(/i4— .«3)+etc. 
Setzt man ^ = ^n, also u = K, so wird (/ = und es ist also 

S{K,a) = in.A, 
^ ^ ^ * V cos« ^ fj 

Die Berechnung des Factors u aus ^ = amti ist dieselbe wie im §.140. 

§. 142. 

Erste Art der BerechnuDg der Integrale *®(u, a), '(S.(u, a), '^(u, a) unter Beschränkung 

auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Vertauscht man in der Formel (1.) des §. 140. den Modul k mit 

dem Modul k', wodurch sich diese Gleichung verwandeln mag in ®\u^ a) 

= W,u — Vi\ so hat man hierin noch ai statt a und ui statt u zu setzen. 



/ 
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Die Modolar-Zahlen sind nun ans 

1 . m = 1 und I» = Ar 
za berechnen nach den Formeln 

f» + « w, 4-11, »1,4-11. . 

«1 = y(m«), «2 = )/(«»i»i)9 »3 = y(»»2»2) etc. 
Setzt man ai statt a und tii statt ti^ wodurch sich '@'(ti^a) in '@(tf^a) und 
%* in t'St, ferner U' in — 'U ändert^ so haben wir zunächst 

2. '@(fi,a) = -'a.tt+U 

Ferner verwandelt sich 

A in A = y(l + rtn'w) und A' in A' = y(l+&''tn'a). 

Setzt man also amti = 9) und am a = a^ ferner tang^' = -r^r- und 

1 



tang a! = ^77 , so ist 



A = -; — 7 und A' = 



sin 9)' sina' 

Die frühere Gröfse fi wird berechnet nach der Formel 

^ sna A , o. sinasina' 

ä^anfliU = -J-. oder Sang/t = ; — -. 

Berechnet man hieraus die Gröfsen Ai, A29 A3, A4 etc., ferner Ai, A2, 
A3, A4 etc. und auch noch fi^^ /i,, ^3, ^4 etc. nach den im §. 139. ange- 
gebenen Formeln, so erhält man 

'Sl = ^, /(A'-mXA'-n) ^ ^, /(A'.-m.)(A;-n.) 

+4. a;. ^/ (-^'.-"'.)CA;->.J +8. a;. i /^^'-'»')^^'-"') + etc. und 

'U = (iU-^i) + 2(ui-/fi) + 4(/^,-.U3) + 8(/i3-|/4)+etc. 

Wenn (p<Ca ist, so wird man in den Formeln für 2^ang,a, ä^angiUi, 
Sang ^2 etc. a mii tp^ A' mit A^ A[ mit A^, A, mit A2 etc. vertauschen, 
oder fi + ^ni statt /li, 1^1 + i^i statt Uj, /«fz + iTi« statt /^j u. s. w. setzen, 
da dieses mit jenem auf Eines herauskommt. Der Factor u wird aus 
amti = 9 nach den im Zusätze zu §.58. angegebenen Formeln am be- 
quemsten berechnet, wenn man auch in ihnen k mit k^ vertauscht. 

Fär das Cosinus- und Differente-Integral erhält man die Ausdrücke 

^ ^ ^ \ cosa / • ^ V ^ / Vsino' / 



k- 
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Zusatz. Der Grad der Convergenz aller im §.139 — $.142. oBt- 
wickelten Reihen hängt gar nicht von der Gröfse der Amplituden (p und a, 
sondern lediglich von der Gröfse des Moduls ab. Die im §. 140. ent- 
wickelten Reihen convergiren desto rascher, je kleiner der Modul k ist, 
unti die so eben entwickelten Formeln convergiren desto rascher, je grö- 
fser der Modul k ist. Ist daher in jenen Formeln der Modul k wenig 
von Eins, oder in diesen wenig von Null verschieden, so wird man die 
Integrale der zweiten Classe auf die der vierten, oder diese auf jene zu- 
rOckfähren. 

E 
Setzt man in der Gleichung ela = ^a+^, ai statt a^ indem man 

zugleich den Modul k mit k' vertauscht, so erhält man 

Also ist 

.la+ffif» = (|-+|).+S(+'a oder ^ =(J+ J-l^+a+U 

Da aber y+;^— ^ = 2M^ ^®*' ^^ ^^* 



sina' 2KK' ' 
wenn ama = a und amca = a gesetzt wird. 
Vertauscht man auch in der Gleichung 

lm(a + u)— Im(a-ti) _ JE ^,, , ii 
2 "" |^»w-hu 

den Modul k mit k'^ indem man ai statt a und ui statt u setzt, so ver- 
wandelt sie sich in 

daher ist 

lm(a + ti)^lm(a— ti) ^ im'(a + ü)^im(a—u) ^ (E_^E\^^^^^,yj^^ 

A £ \ MM. iL y 

Der Ausdruck auf der linken Seite reducirt sich nach §. 73. Formel (5.) auf 

aii+SlrcXan8(-^^«^^); daher ist, wenn nmu =^ (p und amc ti = q>' ge- 
setzt wird, 

Hiernach erhalten wir für die Integrale der ersten Classe auch die Ausdrücke: 
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®C-) = (-^-■«)<'+'"-S'«2»"9(S^-0). 

«c«) = ('a-^')"-'"+a«^«»9(IE.-0). 

®(«,a) = ■a.,-'U+aKSo«8(^-r£), 

and auch in diesen Formeln ist, wie in den vorigen, u nach den im Znsatze 
zn §.58. angegebenen Ausdrücken zu berechnen aus amu=^(p, indem man 
in den genannten Ausdrücken k mit k' vertauscht, damit die Modularzahlen 
mit den vorigen dieselben seien. Die Formeln am Schlüsse des §. 140. ver- 
v^andeln sich jetzt in 

Das Argament a ist ebenfalls nach den im Znsatze za §. 58. angegebenen 
Formeln zu berechnen. 

Umgekehrt erhfilt man 

'«(.,«) = (a-*'sii.o.»üi«')-»-U+atcSan9(4!^Ä-), 



■®(.,a) = a..-u+atct.«9(|^) 



§. 143. 
Erste Art der Bereehnung der Integrale ^S(u, d), 'C(u, a), 'D(u, a) unter Beschränkung 

auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafehi. 

Nehmen wir wieder dieselben Modular- Zahlen wie im §.142., und 
setzen ai statt a^ wodurch sich 'S( in i.'A und 'U in i.'U verwandeln mag, 
so haben wir 

'S{u,a) = -'A.u + V. 
Es verwandelt sich nun A' in A' = ]/(l— A'^sn'^a). Setzen wir also 

wieder am« = y, am'a = «, und berechnen tang^^' = rfi , ferner 

i 
taug a' = v- , so ist 

^ Ätang« ' 

A ^ j A^ cos« 

A = - — ; und A = - — :• 
smcp' 8ina' 



172 8* Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.-Integr, §. 143. 

Hieraus berechne man Ai, Aj, A3, A4 etc. und AI, A2, A3, Ai etc., 
wie im §. 139. mit den kurz vorher angegebenen Modular-Zahlen. Ferner 

sei tangflTi— ju) = — '—^. und also 

kcOBa 



woraus man berechnet 



tang^ = ^^^-^^^^^'"^ 



A 
tangA^i = -^Aangfi, 

iBügm = ^.tangA^,, 

A, 
tang/i3 = ^langi«^, 

tanga4 = -^Anng/ij, 



u. s. w. 



so ist 



r mm, r 



(m.-A'.XA'.-n,) 



fll,ltlj 



+4.A;. /"'--^^)^^'"-^-) +8.A;. /"'-^^-)(-^^--^') +etc, 

und 

'ü = (/Ui-*^) + 2(^-^i) + 4(/i3-^2) + 8(//4-A^3)+etc. 

Der Factor ti aber ist nun wie im §. 142. nach einer von den Formeln 

ZanQirj'u) = sincp( — '- — ^ — 5. — ^...-Y 

/s^* r t \ . / 2m- 2m5 2fn, 2m. \ 

^^' ' C089)\«+A «, + A, «,+A, n,4-A, / 

zu berechnen , in welchen wieder ri =m^ = »^ gesetzt wird , so dafs nun 

rf = -j^ ist, da die Modular-Zahlen jetzt aus m = 1 und n^k berechnet 

worden sind. 

Für die beiden übrigen Integrale der dritten Classe findet man die 

Formeln 

X{u,a) = (&''sinasina'-'.^).fi+'U, 

'^^-^«)=(^-'^) • «+'«• 
Ferner ist eXa=^ ^.u + 'A, und da 'S(K, a) = (üf- Eja -ür.el'a + i^i 

ist, so findet man 'S(Ä,a) = — Ä'^^ + ^— iVa — ä'.'^ + ^ti, oder auch 



■4 
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'Si^K,a) = {n-n'a-K.'A, also 
'C{K,a) = in-Tj'a+{k'''s\nasma'-'A)K, 

Zusatz 1. Man findet auch nun die Gleichungen 

sina na 



A+'A = 



sina' 2ürür" 

sina8m<;pv nau 



U+ U = arctangf^ — r^-r) — öt^eft^ 

' ^ \8ina'8in<]P' / 2KK' ^ 

und werden sie benutzt, so verwandeln sich die Formeln des §. 141. in 

Diu.a) = M.tt — 'l/+arctang(^ — r^-^ry 

Den Factor u in diesen Formeln berechnet man am bequemsten nach den 
kurz vorher angegebenen Formeln vermittelst der gewöhnlichen hyper- 
bolischen Functionen. Die Formeln am Schlüsse des §. 141. verwandeln 
sich in 

C{K,a) = /f('^ -Ä'^ sin« sin a') + r/a, 

D{K,a) = /T.'^ + r/a. 
Die vorstehenden Formeln wird man benutzen können, wenn der Modul k 
wenig von Eins verschieden ist. Die Gröfse r/a ist aus am'a = a nach einer 
von den Formeln 

, / 2m, 2m, 2m, 2m. n 

sinr/a = sin «.( — r-— i-Vt ta^ TAr"*-), 

/ 2A; 2A; 2A, 2A; n 

cos??a = cosa.f — r-^, —jr-, --^-1 —^, ), 

' Vn + A' «,-t-A. «,+A; «,+A, /' 

/ a; a; a; a; \ 

tang77a = tanga.f — ~ • *- • -^ . — ^ ..) 

^ ' ° \ m m, m, m^ / 

ZU berechnen, in welchen die Modular- Zahlen aus m=l und n=A her- 
geleitet sind und also ?;' = — - = m^ = n^ ist. wenn r grofs genug ge- 
nommen wird; wie in §. 143. Der Factor K murs nach §.57. berech- 
net werden. 

Zusatz 2. Umgekehrt können die Formeln des §. 143. auch noch 
also dargestellt werden: 
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Siu^a) = \A ; — ^ )ii — iz + arctangf-; — , . , ), 

C{u.a) = \A J w - 1/^+ arc tang ( -: — r^-^)^ 

^ ^ ^ \ cosa >^ ^ \sma'8in<p'/' 

D(u.a) = ^.le— l/+arctang(-- , . , J- 
Der Factor u in diesen Ausdrucken ist nach den im §. 140. angegebenen 

Formeln zu berechnen. Wird der Werth —'A^A 1 — r + i^iFiF, auch 

in den Formeln am Schlüsse des §. 143. substituirt, so erhält man 

'D{K,a) = K.A + \7i; 
und da 

S(K,a) = K.A; CiK,a) = K^'^^^'-A), DiK,a)==K(^,-A) 

ist, so ist 

'D{K,a)-S{K,a) = \n, 

'S{K,a)+DiK,a) = ^ti; 
was auch unmittelbar aus den Formeln (6.), (7.), (8.) §. 133. hervorgeht, 
wenn man in ihnen u = K, also snc2i = setzt. 

§. 144. 

Zweite Art der Berechnung von — o — ^ 

Leiten wir aus a und u, wie in §. 59., die immer gröfser werdenden 
Argumente ai, Oj, 03, a^ etc. und Ui^ i^, «13, u^ etc. mit den immer kleiner 
werdenden Moduln k^^ ^2, A3, k^ etc. her, so ist 

a = -^^= ^« = ^» ^ fl^4 

2m, 4m^ 8m, i6m^ ' 

,,-«*! - "t __ «*3 _ ^4 

2m, 4m^ 8m^ i6m^ ' 

wenn dieselben iModular-Zahlen angewandt werden, wie im §. 55., und also 

a+u = '"' + ''' = 3±^ = ^»+"» = ^iili- = etc 

2mj 4m, 8m, 16m^ *' 

2m, 4m2 Sm, i6m^ 
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Diesen Gleichungen gemärs ist aber nach §. 89. 

Im (a—u) 

wenn die in diesen Ausdrficken vorkommenden Differenten sich der Reihe 
nach auf die immer kleiner werdenden Modul ky k^^ kj^ k^ etc. beziehen. 
Setzt man nun wieder, wie in §. 139., 

lm( a + t*)— lm(a— ti) E ^^ . .^ 

80 findet sich 

Da logl/g^^^^^^ = StrcXaug (Ä^snasncasnwsncw) ist, so kann die Reihe 

auch also dargestellt werden: 
U = |2lrc2;an9(Ä^snasncasnwsncw) + ^Slrc2;ang(&?snaisncaiSnttiSncfii) 

+ i Slrc£ang(A2sna2snca2snti2sncti2) 
+ Tw^tc%anQ {kl sn a^ sncöj sn u^ sncuy) + etc. 

Da aber, wie in §. 59., snui == (1 + k') snusnc u und eben so auch 

sn«! = (1+Äi)snasnca ist, so ist 

k' sn a snc a sn ti snc u = Tpr-pv« sn Wi sn Oi = rry s** Oi sn «i = Äi sn aj sn «i . 

Setzt hian also 

Xang/f| = /ti sn ai sn tii , 

^ang/^j = Ä^sna^snifj, 

2;ang.Ü3 = Aasnajsnwj, 

^Cing//4 = Ä4sna4snw,. 

u. s. w., 
so haben wir die Reihe 

1. U -= 4.^1 + 1.^2+ i.W3 + TV/^4+ ff 1/^5+ etc. 
Es handelt sich also nur noch um die Ermittelung eines einfachen Mecha- 
nismus in der Berechnung der Arcus |/,, U2^ f^z^ jih etc. nach den vorhin 
angegebenen Formeln. 

23* 
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Berechnen wir ans V = |''(1— Ä'sn^ti) die Gröfsen Vi, Vj, V3 etc. 
nach den Formeln 

2. V, = 1(V+^), V, = ^(V, + ^), V3=4(v,+ ^) etc. 

und eben so aus V= i/(l— ft^sn'a) die Grörsen Vi, Vi, Vi, Vi etc. nach 
den Formeln 

3. v; = i(v'+|-,), v; = ^(v;+^), v; = i(v;+^) etc.; 

setzt man weiter 

und Ol = — s — .snaj, 









^r 


= 


m — 


■n 


. snti, 




2 




. 






^2 


== 


2 


3. 


.snui 








cJa 


= 


2 


:«, 


.sn«3 










u. 


s. 


w 


• 


so 


dafs, 


wie 


in 


§• 


59., 







Oj = 'g ' .sna,, 
u. s. w. 



(Ti = ^--snwsncfi und cJi == -x-.snasnca, 

,t -Vi— Vi ^v -V.-*8 *i .V'-^'-*» *» 

' "" " 2vr ' "" ^Vr""^ " ' "" "2vT-"2' ' 

u. s. w. ' u. s. w. 

ist; ferner amtii = ^i, amti2 = ^2, amtf3 = ^3, amti«^^«, 

und amai = ai, ama2 = a2, ama3 = 03, Bnia^ = a^^ 
damit 

^j = 2y — arctang(-^) und «j = 2a — arctang^— 7-), 

« j>t 

^2 = 2^1 — arctang(— ^) - «2 = 2 «i — arc tang ^— v\ 

5- ^3 = 2y2-arctang(-f^) • «3 = 2a2 — arclang(-^V 

Va Va-^ 

9)4 = 2^3 — arc lang (^) - «4 = 2a3~arctang(^) 

u. s. w. u. s. w. 



• . • • 



• • • • 
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sei, in welchen Formeln überhaupt arctang(— ^^ = aresin T — ^ und eben 

SO auch arc lang ^-4-)= aresin (—^) ist: so können durch diese leicht zu 

berechnenden HOlfsgröfsen , welche zu mehr als einem Zwecke dienen, 
die Gröfsen fii^ fi2^ .U3, ^4 etc. auf zwei verschiedene Arten ausgedrückt 
werden. 

Da nämlich Stang ^1 = Ä| snaisntii = tttt snaisnwi = -0 — sna, sn ti, 

ist, so erhält man, wenn Ji = — g— sna, substilnirt wird, Sang ^u, = — sin ^i 

und wenn ö^ = T^ sntfi substituirt wird, %Oi\[%fJii = — ^sinai. Hiernach 
haben wir also die Formeln 

Xong,«, = -J-sina, oder 2:ang/t«i = -isin^,, 

Stang^ti = -sin «2 - Xan^ih = —sin 92 ^ 

%anQfh = -^sinaj - Sang/tj = -^ sin 9)3 ^ 

2;anga4 = ~ sincf^ - ^cltiqu^ = ^ sin 94, 

u. s. w. u. s. w. 

Da die überaus rasch abnehmenden Gröfsen J,, J2, ^39 (^4 etc. oder auch 
(Ti, J29 ^^3 9 ^4 etc* ni^^ht alle positiv sein werden, so werden auch die sich 
ebenfalls rasch verkleinernden Arcus |U|, fi^^ Uj, u^ etc. nicht alle positiv 
sein. Zugleich erhellet, dafs die Reihe U einen hohen Grad der Conver- 
genz hat; sie convergirt noch rascher, als die im §. 139. gefundene 
Reihe für U. 

Die Gröfse u findet sich nach §. 59. mittelst der Reihe 
[tju = amfi~4 aresin (-^^— jarcsin T— ^^— |arcsin (-^) — etc. oder 

\ Jk Ji ü 

Irju = amw— jarctang^-^)—] arc lang (—? j — ^arctang^-— )~ etc. 
und den Parameter a erhält man mittelst der Reihe 

\T]a = ama—iarcsin (--)— |arcsin (---)--i«rc sin (^---)— etc. oder 

Jt' JS' JS' 

rja = ama— ]arctang(- —-)— iarctangT— v) — |arctang(^--V)— etc. 
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Zusatz. Sind rja und tju berechnet, so erhält man ffir (pi, q>2^ 
(pi etc. die Reihen 

y, = 2jy«+iarclang(^)+iarctaDg(:d-)+iarctang(-^)+ etc., 

A ^ ^ 

(p^ = 4??tt+^arctang(-^)+iarctang(^)+^arctang(:^)+ etc., 

^3 = 8i?w+iarctang(^)-f iarctang(-^)+4arctang(^)+ etc. 

u. s. w. 
und für die Amplituden a^, or,, «3. «4 etc. die Reihen 

«, = 3j?a+jarclang(;^)+|arctaDg(:^j-[-^arctang(:^)+ etc., 

•/ *f »; 

«j = 4>?a + iarctang(^)+^arctang(:^)+^arctang(:^)+ etc., 

•» •' •' 

«3 = 8i?a+iarctang(^)+|arctang(^) + iarctang(^)+ etc. 
u. s. w. 

§. 14Ö. 

Zweite Art der Berechnung der Integrale @(t/, a), S(i/^ a), !i)(ti^ a) unter Beschränkung 

auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

F 
Setzen wir, wie in §. 140., wieder ela = -^. a + 2l und 

iL 

lm(a + M) — lm(a — m) E . .^ , ,. 

— ^ — ■ — ^ — ^^ ^ = ^.a«+U, so erhalten wir 

Setzen wir ferner wieder aiüu=^(p und ama = a^ und berechnen 

hieraus ^^^SV^ü^^ ^^^ l^^^g^' = pf •» so ist 

2. g(M,a) = (Ä'sinasina'-Sl)ii + U, 

3. ^fu,a) = r^,-SlYw + U. 

Weiler haben wir 

cosop .--,, cosa ft k' . . , I,, Ä' . . , 
/=-.— -7, V = -; — r^ (), = ^^sinojsina) , (ii = -^r^.sinasina . 

Berechnet man hieraus die übrigen Hülfsgröfsen , wie in §. 144., so ist 
nach §.89. 

81 = d^ + d', + &, + d\+&s + (^,+ e{c,; 
und nach §. 144. ist 

U = i // 1 + i U2 + i //3 + tV A^4 + 3*2 /'s + elc. 
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in welcher Reibe also jedes Glied auf zwei verschiedene Arten berechnet 
werden kann. Den Factor u findet man nach einer von den beiden Rei- 
hen (7.) im §• 144., in welchen ti^^mr^Ur ist, wenn r grofs genug ge- 
nommen wird. 

Wird (p = ^7i gesetzt, also siny' = 0, so ist auch J| = cTj = ^3 = etc. 
= 0; ferner q>i = (p2 = <Pi = <p* = elc. = 0, und U = 0, da auch ^a^ = jj^ = ju^ 
= fi^=: etc. = ist. 

Daher erhalten wir wieder 

S(Ä,a) = (&'sinasina'-2l).Ä, 



Den Factor K giebt die Formel K = — 



n 



§. 146. 

Zweite Art der Berechnung der Integrale S(ii, a), C(w, a), D{u, d) unter der Beschrän- 
kung auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Setzen wir in den Formeln des §. 145. ai ffir a, so erhalten 
wir schon die gesuchten Formeln; dadurch verwandelt sich am a in 
ftStm a = f.fiam'a. Setzen wir also wieder ainu = <p und am'a = er; 

ferner tang ip' = y^^^gy und tanga^ = Atanga ' ^^ '^* amcti = y' und 

amc'a = a'. 

Die Gröfsen V, Vi, V2, V3 etc., wie auch J,, Jj, J3, J4 etc., 
und 9^1, ^2, ^3, ^4 etc. bleiben ungeändert; die flbrigen Hülfsgröfsen aber 
ändern ihre Bedeutungen oder Werthe, wenn sich gleich die Gröfsen Ji, 
^29 ^3 etc. in eJ^l, 1(^2, 1(^3, id'4 etc. verändern, weil sie in der That ima- 
ginär werden; ferner a,, «29 «3 etc. in i«!, laj, ««3 etc. und ,c/|, u^^ ^3, 
fi^ etc. in f,tii, f/tj, 1,^3, iu^ etc. Da nun 

^ co8<jp _,, 1 V ^* «; . r »/ * cosa' 

8in<y:' 8ina" '2 ^ ^' ^ 2 cos« 

ist, so berechne man hieraus die Hälfsgröfsen Vi, V^, V3 etc., Vi, Vi, 
V3 etc.; ferner Jj, (5^3, J4 etc. und J2, (^i, (Ji, J^ etc. und auch y^, ^2? ^3^ 
^4 etc. nach den in §. 144. angegebenen Formeln; die Gröfsen a^, a,, aj etc. 
aber nach den Formeln 
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a, = 22a-2lrc2;an9(i), 
«2 = 2 a, -Slrc2;ang(--fr), 



«3 = 2a, -2lrc3;an9(^), 

u. s. w. ; 
ferner ^i, /u,, ^/j etc. nach den Formeln 

langfit = -^©in«! oder tang.u, = -^-sin^pi, 
tang^ = ^®itt«2 - tang//2 = -'-sin 9)2, 

d S' 

tang)U4 = ^©ina^ - tang/t* = ^siny*, 

U. 8. W. U. S. W. 

Da sich nun St in 1^ und Vi in iU verändert, so erhalten wir 

/fccosa' 



^ ' ' \ COS« / ^ 



sina 



und hierin ist 



und 



A =^ (Ji+ Ji+ Ji+ (Ji+ etc. 



t^ = tf/^i + i.^2+i.^3 + TV,"4+ etc. 
Der Factor u wird nach einer von den Reihen (7.) in §. 144. berechnet. 

Die Berechnung des Parameters a ist nicht nöthig; wird sie aber verlangt, 

so dient dazu die Reihe 

rj.a = 2a-|2trc@in (-^)-i2lrc ©in (J)-i2lrc@in (^)-etc. oder 

ri.a = ßa-iSlrc2;ang(-^)-i2trc2ong(^)-iStrc2on8(:^)-etc. 

Wird (p = 1 71 gesetzt, so hat man, wie oben. 

S{K,a) = AK, 

C(Ä,«) =(^-^'-^-A)k, 
D K,a =(4''-",-A)K, 

l;|r 

und den Factor oder Quadranten K giebt die Formel K = — -' 
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§. 147. 

Zweite Art der Berechnung der Integrale '©(w, a), 'S(w, a), '®(u, a) unter der 
Beschränkung auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Vertauscht man in den Formeln des §. 145. die beiden conjugirten 
Modal k und k' mit einander, so verwandelt sich amn in am' ti = q) und 
ama in am'a = a. Im Uebrigen bleiben alle Formeln wie sie sind, nur 
müssen die Modular-Zahlen jetzt hergeleitet werden aus 

m ^ 1 und n = k 
nach den Formeln 

m-^-n m.-\-n. m» + **« ,. 

l»i = — ^ — , fii2= 2 , f»3= 2 etc. 

«1 = y(»»«)^ fh = ]/(mifii), W3 = y{nhfh) etc. 

Setzt man nun aufserdem ui statt u und ai statt a, wodurch sich 
am'ti in iS am 11 = 1.89 und am'a in iSama = i.S« verwandelt, wenn 
wieder 

amu = (p und ama = a 

gesetzt wird, so werden alle Gröfsen ^, ^' etc. und 9,, 93, (p^ etc. und 
«1, a^, «3 etc. imaginär; die Gröfsen ^1, ^Uj, ^3, ^u« etc. aber verwandeln 

sich in — /«^n ^i"2? — i^s^ --/"4 etc.; femer verwandelt sich 21' in i'Jl und 

i i 

U' in -U Berechnet man nun tangy' = k'tsingif ""^ *^°^"' "" Ä^taH^ ' 

und ferner aus 

^ 1 r-7f 1 * ** co8<y>' , j^, V cos«' 

am 9' ^ sina' ^ ^ 2 cos(p ^2 cosa 

die Gröfsen V,, V2, V3, V4 etc., Vi, Vj, Vi, Vi etc., femer Jj, ^3, ^4, 
^5 etc. und ^2, ^3, ^4, (^5 etc. nach den Formeln des §.144.; weiter 

tp, = 229-«rc5j;an9(-^) und a, = 22a-«rc5j;an9(^), 
9)2= 2yi-2lrc2;an9(-^) - a, = 2.ai-StrcXan9(— ^), 

y, = 2 (^3 - 2lrcXan9 (-^) - «4 = 2 . a3 - «rc5j;an9 (:|r) 

u. s. w. u. s. w.; 

endlich hieraus 

Grelle's Joamal d. M. Bd. XIX. Hft. 2. 24 
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J^öng/ii = -^.©in«! oder ZanQUi = -^. ©in 9^1, 

fl*i flvl| 

'ianQf*3 = ;f-.@in«3 - 2:ong/*3 = -^.<Bm(pi^ 

m^ "•3 

$an9j«4 = -^.@ina4 - %anQ fit = -*-.®iny* 

n. s. w. u. s. w., 

so verwandeln sich, weil nun wieder 

'8t = ry;+ d',+ &,+ <y;+ d', + elc. nnd 

ist, die Formeln (1.), (2.), (3.) des §.145. in 

'@(«,a) = -'«.« + 'H, 

Ä'coao' 






Sina' 

und der Factor » ist zu berechnen nach der Reihe 



r}u = 2v-i8lrc®in(^'-)-i8trc@in(^)-i8lrc@in(^) 



- tV «rc ©in (^) - ^V 2trc ©in (-^) - etc. 



^)-5'52trc@in(| 
oder nach der Reihe 

vn = 2y-iSlrc5£ang(|-)-i2lrc5£an9(|-^)-i2trc5£an8(^^ 

-xV«rc5j;an9(^^)-etc. 

Zusatz. Die vorstehenden Formeln convergiren zu langsam, wenn 
der Modul Ar sehr klein ist. Man wird dann die im Zusätze zu §. 1 42. 
entwickelten Formeln anwenden; umgekehrt ist auch die Gonvergenz der 
Formeln des §. 145. zu gering, wenn der Modul k wenig von Eins ver- 
schieden ist, und man wird dann auch die Integrale der ersten Glasse nach 
den im Zusätze zu §. 142. entwickelten Formeln berechnen. 

§. 148. 

Zweite Art der Berechnung der Integrale ^S(u, a), 'C(u, a), 'D(u, d) unter Beschränkung 

auf den Gebrauch der gewöhnlichen Tafeln. 

Nimmt man wieder dieselben Modular- Zahlen^ wie im §. 147., 

welche aus m = 1 und n = k nach den bekannten einfachen Formeln be- 



% 
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rechnet werden, und setzt überhaupt ai statt a in den Formeln des §. 147., 
so erhalt man die gesuchten neuen Formeln. Aus amti = ^ und am'a = a 

berechne man t*^ß&y' = D7r ^^^ *^"8^"'~Itä ' ferner 

^ i ^, cos« |. k' coscp' ^, fc" . . , 

V = -; — r, V = -:; — 7, ()j = -^. — ^ Öl = -TT-.sinasma 

und die nächsten Hflifsgröfsen hieraus nach den Formeln des §. 144., die 
Gröfsen.^i, ^2) 93^ <P4 ^tc. und a^, er,, 03, 04 etc., aber nach den 
Formeln 

9)1 = 22y — 2lrc2;ang(-^) und a, = 2« — arctang(-^), 
^2 = 2^1 — Slrc2;ang(-r-) - «2 = 2ai — arctang(-:^), 
<Pj = 2<pt -S{rca;ang(^) - 03 = 2a,-arctang(:^), 

^4 = 2^3 — 8(rcJ;ang(-^) - «4 = 2a3-arctang(— v) 
u. s. w. u. s. w., 

endlich ^1, ^, //s etc. nach den Formeln 

tang^i = ^sin«! oder tang^, = ^©in^)!, 

s s 

langu2 = ^sinaj - tang/fj = -^©in^z, 
tang«, = ^sinaj - tang,ttj = ^©in^a, 

3 9 

tang^4 = -^ sin 04 - tang/w* = -^©iti^)« 
u. s. w. u. s. w. 



Setzt man nun 



'A = d[+ d'2+ (^3+ ^4 «) 



so ist 



V{u,a) = (&''sinasina'-'^).w + 't/. 

Der Factor u ist nach einer von den beiden Reiben für Tjti in §. 147., 
in welchen ri = ^fn ist, zu berechnen. 



ji 
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Wenn die obigen Formeln wegen zu grofser Kleinheit des Moduls 
k, oder auch die Formeln des §. 156. wegen all^ubeträchtlicher Gröfse des 
Moduls k nicht rasch genug convergiren, so sind die im Zusätze 2. und 1. 
zu §. 143. angegebenen Formeln zu benutzen. Ist ^==^71^ so hat man, 
wie in §. 143., 

'C{K,a) = i7i(l-|i^)+(rsinctsina'--U).Ä, 

und die Gröfse a in diesen Formeln, oder sogleich öW^^^ ^^^ ^^^ ^^^^ 
einer von den beiden Reihen 

Tia = a — ^arc sin f — ^J — {^arc sin (— ^) — iarc sin f — ^^ — etc. oder 

Tja = a— ^arctang^ — v)— iarctangf— ^j — ^arctang^ — 7-) — etc. 

zu berechnen; der Quadrant K aber mufs nach Formel (3.) des §.57. be- 
rechnet werden, worin Ar mit k' zu vertauschen ist. 

Jedes von den zwölf Modular- Integralen der zweiten Art kann also 
auf zwei verschiedene Arten ohne alle andere Hälfsmittel als die der ge- 
wöhnlichen logarithmischen Tafeln und der cyklischen und hyperbolischen 
Functionen berechnet werden. 

(Die Fortsetzang folgt im nächsten Hefte.) 
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9. 

Memoire sur requilibre d^un corps solide suspendu 

ä un cordon flexible. 

(Par M. Pagani, prof. ord. ä Funiversitö de Louvain.) 

XJans le troisieme volume de la correspondance mathematique et physique 
de Bruxelles il est question d'une experience curieuse de Mr. Gregory 
relative ä requilibre de quelques corps attaches par un point a rextremite 
inferieure d'un conlon dont Tautre extremite est fixee ä Taxe vertical 
d^une roue qui tourne avec une vitesse constante. 

Le cas le plus simple de cet equilibre est celui d^une harre homo- 
gene tres mince AB (Fig. 11.) suspendue par Textremite A au cordon 
flexible OA, Si Ton fait abstraction de la resistance de Fair, le filet moyen 
du cordon et Taxe de la barre, parvenus a un etat permanent, seront 
dans le plan vertical y, x, et tourneront avec lui autour de la verticale 
Oxy dans la positlon indiquee par la figure. 

Le quatrieme volume du recueil cite contient la Solution de ce 
Probleme dans laquelle j'ai pris en consideration la courbure du fil. Je 
me propose maintenant de reprendre la theorie de cette experience et 
d'examiner plus en detail les resultats que Ton en peut deduire dans un 
tres grand nombre de cas particnliers. 

Premiere section. 

Theorie generale. 
Considerons un solide quelconque homogene symetrique par rapport 
au plan des x^ y; et supposons que la droite AB passe par le point 
d^altacbe du corps et par son centre de gravite G. Nommons, pour abreger, 

la vitesse angulaire du Systeme, 

a la distance entre le point d'attache A et le centre de gravite G, 
£ la distance entre le centre G et le point c oü la droite AB rencontre 
Taxe des x, 

1 la longueur du cordon OA, 

0} Taire de la section transversale du cordon, 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 3. 25 
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(f sa densite, 

p le poids du cordon divise par sa longueur; 

V le volume dn corps suspendu, 

q' sa densiie^ 

P son poids; 

a l'angle ACO, 

ß 1'angle que fait avec Taxe des Xy la tangente ä Textremite inferieure 
du cordon; 

X la tension en un point quelconque du cordon, rapportee a Tunite 
de surface, 

T la valeur de r au point A; 

8 la longueur variable de la courbe ä parlir du point 0; 

h la distance du point C a Torigine 0{ 

Xy y, les coordonnees d'un point quelconque du fil OA; 

x'y y'y les coordonnees d'un point quelconque du corp^ solide; 

^ la difference h — x'; 

g le coefficient de la gravite, et 

71 le rapport de la circonference au diametre du cercle. 

La vilesse angulaire etant invariable, le Systeme parviendra bientöt 
a un etat d'equilibre stable. En appliquant a ce cas les principes con- 
nus de la mecanique, on obtient facilement les cinq relations suivantes, 
dans lesquelles les integrations indiquees doivent s'etendre a tout le vo- 
lume V: 

g(f'V==a) Tcos ßy p' ö^y Vrf ^ = «^ ^sin ßy 
9 0'fy'§dV+g(f'/y'dV=(oT{a+e)sm{a+ß), 

K^^)+9(fäs = 0, d(r-^)+(fe'yds = 0. 

Ges equations, jointes a fexpression de Tintegrale relative a la lon- 
gueur donnee du cordon, serviront a la determination des inconnues hy e, 
ay ßy Ty et elles feronl connattre la nature de la courbe OAy ainsi que 
la valeur de la tension r. 

L'equilibre stable du Systeme peut aussi aVoir lieu en supposant 
que le diametre AB est tout entier a droite de Taxe des x; ce qui rend 
negative la valeur de cosa. Pour avoir les formules relatives ä cette hy- 
pothese il suffit de changer le signe de a. 
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Par la propriete connue da centre de gravite G, on a / y'dV= «Fsina; 

et si Ton observe qae gg'V^P^ les deux premieres equations nous don- 
neront, en climinant alternativement T et ß^ 



1. tang/9 = ^Ö'sin«, 2. mT = 



P 



g cosa 

Pareillement si Ton elimine les mömes quantites de la troisieme equa- 
tioD, on aura 

2. ff'fy'^dV = [ag + {a+€)eefco3a]V3\na. 

En inlegrant la quatrieme equation et en determinant la constante 
arbitraire par la condition qn'au point A on doit avoir 8 = 1, r. == T, 

dX r% 

—^ = cosp, on troave 

dx 
^-^+99^ = Tcosß+gQl. 

Si Ton developpe les equations differentielles et si Ton roultiplie en- 

suite la premiere par -^ et la seconde par -^, la somme des produits 

sera integrable, et donnera 

4. T+gffx + iQe'y^ = /T, 

en designant par K la constante arbitraire. 

Eliminons r entre reqnation (4.) et la precedente, nous aurons enfin 

R dx^ _ K—ggx — jgd^y^ 

ds Teosß+gQil—s) 

Les equations que nous venons d'obtenir successivement peuvent &lve 
considerees comme des transformations du premier systdme d'equations: 
mais pour les rendre applicables, il reste encore deux integrations a effec* 
tuer. L'integration indiquee dans requation (3.) ne depend que des qua- 
dratures; et nous verrons plus loin que sa valeur peut s'exprimer en ter- 
mes finis dans un tres grand nombre de cas. II n'en est pas de möme 
de requation (5.) qu'il est impossible d'integrer autrement que par ap- 
proximation. 

A cet effet nous supposerons d'abord que le poids du cordon est 
une tres petite fraciion du poids du corps suspendu, ce qui permet de 
negliger les termes multiplies par g; et nous aurons cette equation beau- 
coup plus simple: 

6. Tcosß-^ = K-iQe'y'. 

25» 
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On determinera la constante arbitraire K en observant que Ton a en 

dcc 
meme temps y = (a+«)sina, -T- = cosß; ce qui donne 

K = T+leö^(a+«)'sin'«. 
FaisoDs, pour abreger, 



requation (6.) deviendra 



P9 ^9 y 

7. -3- = ^- 



^ sm a. 



dar ^ A' • 

Mais on a gQo^ = Py et coTcosß =^ P d'apres requation (2.); par 
consequent 

9. ,a = _!_+(^y 

cos/? ^ A / 

En substituant dans Tequation (7.) la valeur de ds = }l{dx^+dy^\ 
on en dednira sans difBcuIte 

^«- Ä=/[(''+'-i^)(''-'-*)]- 

L'integration de cette derniere equation depend des fonctions elliptiques 
auxquelles on la ramene aisement en posant 

11. C = -^; 

-« __ 2cXsin(f 

d^OÜ 

, 2cAco8qp , 

'^y = V[2(i-cy] '^f- 

En substituant ces valeurs dans requation (10.) on aura 



2 ^'- ^ ^-^ |/(i — c'sin'y) ' 

et par suite 

2k 

^^"'"^^ ^ 7i2(r:r?^^y 1^(1-^' sin». 

Partant 

13. X = ^»'[^(l-OlFCci^), 
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Si nous substituons dans requation (4.) la valear de K trouvee plus 
haut, nous aurons, en negligeant le terme multiplie par g, 

15. r = T+i^e'lia+efsm'a^y']. 

Designons par (p' la valeur de 9 qui correspond ä y =^{a+e)s\na; 
la formule (12.) nous donnera 

16. {a+e)sma = ^[2(i^c')] '^ 
et en faisant, dans les equations (13.) et (14.), x = h—{a+€) cos a^ 
8 = 1, (f = <p'f on aura 

17. h = {a+e)cosa + ^y[2ii^c')]F(c,(p'), 

2X 

18. l+h = (a+g)cos«+ ^^2(i--c«)] ^(^^ ^')- 
Si le rapport -|- est une fraction tres petite et teile que Ton puisse 

negliger sa quatrieme puissance dans requation (10.), on a un systdme de 
formules plus simples que les precedentes. On aura d'abord, en integrant 
cette equation, 

et ensuite 

Ces formules donnent, en y faisaiit y = (a + «) sin a, 

92 / - f*(g+<)8iP« f^ , (<» + e)'8in'o 1 

En developpant requation (21.) par le retoar des suites, et en negligeant 
les termes divis^s par les puissances de l snperieures au carre, on obtient, 

23. Ä-(a+«)cos« = \^.Li-y [<+ 3(/?-1) r-J- 
En combinant les formules (22.) et (23.), on en deduit 

A— (a+e)cosa = o aT D T n« - « ^' 

Substituons dans cette expression, ainsi que dans Tequation (22.), 
la valeur de fi donnee par la formule (9.); nous aurons, en negligeant 
toujours les termes divises par l^, 

24. h = (a+e)cosa+[cos/?+i(l-4cos/9)(-^^ysin'a]/. 

25- ' = («+*)L-s^-H-r-) üE^J- 
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La formale (25.) pouvant offrir quelqne difBcuIte dans le cas oü Ton 
aurait ß = 0. i1 faudra calcnler directement la valeur de l, en substitaant 
dans requatioQ (22.) la valenr de /u dans laqnelle on fera prealablement 
cos /?=:!. De cette maniere on a 

En negligeant tont a fait les termes divises par ^% on obtient les 
formules suivantes, beaucoup plus simples mais moins exactes qne les 
precedenles, 

y = arlang/5, h = (a+«)cosa + /cos/?, /= (a+^) » ^ ■ 

Dans cette hypothese le fil est tendu en ligne droite, et la Solution du 
Probleme sera donnee par ces formules combinees avec les trois premieres 
et la lö'"**. On peut substituer aux deux dernieres celles-ci qui en derivent. 

27. Asina = /sin(a+/i), /sin/!? = {a+€)sma, 
et qui se demontrent au moyen du triangle rectiligne OAC. 

II resulte de toute cette analyse que, si le poids du corps suspendu 
est tres grand relativement au poids du cordon, ce qui est le cas de Tex- 
perience citee, les equations (1.), (2.), (3.), (8.), (9.), (12.), (16.), (17.) 
et (18.), etablissant des relations necessaires et süffisantes entre les incon- 
nues du problSme et les quantites donnees, serviront a la complete de- 
termination des premieres. Ensuite les equations (11.) et (13.) et la for- 
mule (15.) feront connaitre la nature de la courbe OA et la tension en un 
point quelconque de cette courbe. 

Si Ton neglige les termes divises par k^, il faudra d'abord combiner 
les formules (24.) et (25.) ou (26.) avec les quatre premieres. La natore 
de la courbe OA sera definie par Tequation (19.) laquelle, etant developpee, 
en y mettant la valeur de ,a et en s'arretant aux termes divises par >i% 
devient 

19'. y = xtang/?+-gp^j-^[3a?(a+€)'sin'a--a:^]. 

Quant a la tension en un point quelconque de la courbe, eile sera 
connue au moyen de la formule (15.). 

Enfin, si Ton neglige tous les termes divises par l^, le probieme 
pourra etre resolu par les formules (1.), (2.), (3.) et (27.). 

Les neuf equations que nous avons rappelees plus haut renferment 
plus de neuf quantites, en y comprenant les quantites donnees; par con- 
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sequent si Ton se donnail d'avance ß = Oy il suf&rait de laisser indelerminee 
l'uDe ou Tautre des qaantites /^ 0; et les formales que Ton obtiendrait 
dans cette hypolhese pourraient encore servir ä la complete determination 
des autres quantit^s. 

On aura donc pour le cas particulier dont nous venons de parier, 

^ = 0, 1'. £=;0, 2'. (OT^P, 

3'. ef/y'SdV^^agVsina, 8'. ^' = ^, 

9'. /t = H Y' — ' ^* • " = aX» — ' 16- ^'^y 



i + 



9*9 

a Bin a 



17'. h = acosa+\^asmttF'.c, 18'. /= ^51E^[E'c-i(l-c')F'.c], 

12'. y = asinasiny, 13'. ic = ~-ö — asitiaF{c,(p)^ 

Ges formales, deduites de leurs analogues, sufBsent pour demontrer 
la legitimite de Thypothese admise. Elles donnent soas une forme tres 
simple, la Solution exacte du probleme dans le cas oü le centre de gra- 
vite G est situe sur Taxe de rotation. 

Lorsque je me suis occupee pour la premiere fois de cette question 
(Voyez, le 1*"*^ cahier du 4"''' volume de la correspondance citee), j'ai 
suppose, pour simplifier le probleme, que le centre de gravite G etait sur 
Taxe de rotation, et j'ai determine les conditions de requilibre d'une barre 
homogene et Tequation de la courbe formee par le fil. Mr. Desalis qui 
s'est occupe de la mdme question, apres moi, et dont le travail est im- 
prime dans le cahier suivant, a suppose que le fil decrivait une surface 
conique et il est parvenu aux formules analogues a celles que nous avons 
designees sous les Nros. (1.), (2.), (3.) et (27.). L'examen que nous avons 
fait nous permet de conclure que la Solution du probleme que fournissent 
ces dernieres formules peut-dtre exacte dans plusieurs cas, notamment si 
le fil n'est pas tres long et si la vitesse angulaire n'est pas tres grande. 
II en est de mdme de la Solution qui suppose /? = 0; eile sera exacte 
toutes les fois que les equations rapportees plus haut seront satisfaites; 
eUe peut servir particulierement dans certains cas oü Tautre Solution serait 
en defaut. Mais pour avoir la Solution generale, il faut recourir aux for- 
mules que nous avons donnees en premier lieu dans Taddition a la note 
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citee pour le cas de la barre homogene, et ä Celles que Ton troüve ici 
pour an corps symetriqae quelconque. 

Nons ferons remarquer avant d'aller plus loin qu'on peut aussi obtenir 
Tintegrale approchee de requation (5.) dans le cas oü le poids du cordon 
est comparable an poids da corps suspendu, si la courbe OA, formee par 
le filet moyen, ne s^ecarte pas sensiblement de Taxe des x. 

En effet mettons d'abord Tequation (5.) sous cette forme 

ds 9 ^ 



dx y^+' — Ä 

en designant par x une nouvelle constante arbitraire, et par / le quotient 

du poids du corps divise par celui du cordon. Maintenant si Ton substitue 

dans cette equation h—x ä la place de l—s, et si Ton neglige les puis- 

sances de -^ superieures ä la seconde, on aura 



dx 

dy dx 



Faisons, pour abreger, 

et nous aurons, en integrant, 

Iß 

y = ftsm.^[>/{y/+A)-i/(y/+A-x)]. 

Pour determiner la constante h nous supposerons d'abord que Tex- 
tremite inferieure de la chafne OA est libre, et que Ton a ;^=0. On doit 

donc avoir au poinl A, -^ = 0, x = h; et de lä on deduit h == .^^, g. 

U faut d'ailleurs, pour Texactitude de nos resultats, que cette valeur 
de h seit peu differenle de / et moindre que cette quantite; ce qui exige 

que la vitesse angulaire 6 soit plus grande que -r-y-y? ^^ differe tres peu 

de cette valeur. 

Supposons actuellement que la chalne porte un poids et que son 
extremite inferieure puisse glisser sans frottement le long de Taxe des x^ 
nous aurons a la fois y == 0, x = h, et par consequent 

d'oü 
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La valeur de Tautre constante arbUraire k se determinera en inte- 
grant la differentielle de Tarc depuis jusqu^ä /. Cette differentielle etant 
a peu pres egale a 

si l'oh y substitue la valeur de -^ et si Ton fait, poar abreger, 



on aara 



Posona 



J»*" COi 
4ö|/(- 



28. i-h = -^ r" r't^'^ 

9 ^ ^ 



77 = 2»/(i:i±i) = „+2»/(^), 



9 

et Dous obtiendrons, en snbstituant cette valeur dans requation precedente, 



k' = 



2g(l^h) 






Si le rapport -jj- est tres petit on aura, en developpant 1 integrale definie, 

y'*^^ cosydy __ .^ fn 
ü 2/Z-9 ■" (2/Z)- ' 

la somme devant s'elendre depuis ii = 2 jusqu'ä it=:oo, et la fonction fn 

etant determinee par Tequation 

fn = ii(277)"-*-it(fi-l)/(«-2). 

La valeur de h^ que nous venons de trouver ne peut pas convenir 

au cas ou Ton aurait y =^0. Mais en reprenant requation (28.) qui devient, 

dans ce cas, 

"* g Ja n — fp ' 

on en döduit aisement 

2g(l^h) 



k' = 



On a generalement 

y, (l-cosy— = l-COS-^+ ^ .^ 3 4 5 e C24 -T:8J6-+ 7.8.9.10.160 """*V 
Lß Serie du second membre de cette equation est tres convergente pour 
des valeurs tres petites de Tangle ip; mais en prenant seulement cinq a six 
termes on aura une valeur süffisante möme pour le cas de (p = n. 

Crelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 3. 26 
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Deoxieme Section. 

Applications. 

Pour appliqaer les formules *generaleB de la seclion precedente il est 
necessaire d'effectuer d'abord rintegration indiquee dans requation (3.). On 
facilitera les calculs en transportant Torigine des coordonnees au centre G, 
et en prenant la droite GA pour axe des u et la perpendiculaire ä cette 
droite pour axe des t. II faudra poser en consöquence 

y ' = (ii + 6) sina — / cos«, f = (ti + e) cosa + 1 sin«. 

En substituant ces valeurs dans requation (S.)? et en observant que 
rorigine des nouvelles coordonnees est au centre de gravite du corps, on a 

6l'\smacosaJ*{u'--f)dV-cos2aJ*{u+€)tdV] = (^+€Ö'cosa)aKsina. 

Si le Corps est symetrique non seulement par rapport au plan des 
Uy ty mais encöre par rapport a Taxe des u^ on aura 

/{n+€)tdV = 0, 

et la derniere equation se reduira simplement a 

29. ei'co8a[/{u'''e)dV-a€V] = agV. 

Designons par MV et par NV^ les moments d'inertie du volume V 
relativement aux axes des t et des u; nous aurons 

(ilf-iV)r= fw-e)dY; 

^t par consequent 



30. oleosa = 



ag 



M—N—ae 

Getto formule demontre que Ton doit avoir 

ilf>iV 
pour que requilibre puisse subsisler, le point C etant au-dessous du centre 
de gravite du corps. Dans le cas contraire, la valeur de e etant negative, 
il faut que le centre de gravite se trouve du cöte oppose au fil OA, et 
que la tangente au point A fasse un angle obtus avec Taxe des x positifs; 
puisque, d'apres Tequation (1.) le signe de tangente ß est le möme que 
celui de e. 

On appliquera immediatetnent la formule (30.) a tous les corps 
dont les moments d'inertie sont connus. Ainsi, par exemple, si le corps 
suspendu est un ellipsoide dont les demi-axes paralleles aux u et aox t. 
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sont a et b, on trouve 



31. Oleosa = 



^ag 



On doit donc avoir a>>6 pour que le centre de gravite de Tel- 
lipsolde soit aa-dessus da point C 

Cberchons mainteDant ce que devient la formule (30.) daos d'autres 
cas; et snpposons en premier lieu que le corps suspendu alt la forme d'an 
prisme tres mince dont la droite AB indique la projection de la base. Nous 
aarons d'abord f = 0, iV=0 et 

dV==fu.du, MV= I fu.u^du, en faisant a^ — QB. 

Partant 

ag I fu.du 

32. Oleosa = -— ^^^ -^ 

/ fu.u^du—at I fu.du 

1^ Exemple. Si la base du prisme est un trapeze 4ont le rapport 
entre les deux cötes paralleles est r, on trouve 

Oleosa = ^^ 



En faisant successivement dans cette formule v = 1 et i^ = 0, on a 

33. 6'cosa = -^, 

et 

iSag 



6^cosa 



(a+a,)»-18fl« 

La formule (33.) est relative au reetangle et convient par consequent 
au cas d^une petite barre ; la seconde formule se rapporte au triangle isoscele^ 
et donne 

34. oleosa = -^ 
et 

35. d'cosa = -%-, 

Selon que le sommet du triangle est en A ou en B. 

^^ Exemple. Si la base est une ellipse ou uu cercle, la for- 
mule (32.) donne 

36. «^ cos ex = ^^ 



26 
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3r Exemple. Si la base est une zone terminee par Aenx elUpses 
concentriques et semblables dont les demi-axes sont o et b, a et b\ oa 
par deax cercles dont les rayons sont a et a', on aura 

37. e'cosa = , ^,f^. 

a'— a'*— 4a« 

Sopposons en second lien qae le corps saspendn ait ia forme d'nn 
eylindre dont Taxe est Ia droite AB = 2a^ neos anrons 

dV = ft.dtdu; 

et si DOQS designons par b la plas grande valeur de t, Tegnation (29.) 
noQS donnera 

38. 0'cosa[j*''duj^\u'-e)ft.dt-aefdufft.dt] 



= ""^r^^^/jt^^t. 



4^ Exemple. Si la base du eylindre est an rectangle, on a ft = 
constante; et par saite la formnle (38.) noas foumira 

39. tf^cosa = ^^ 



a*-6«-3a£ 

Ce resultat analogne a celui de la formale (31.), donne lieu ä la möme 
remarque. 

5"^ Exemple. Si la base du eylindre est nne zone elliptiqne dont 
les demi-axes paralleles a Taxe des / sont b et b\ la formale (38.) donnera 



40. tf'cosa = 



\2ag 



Möme remarqae qne pour Texemple precedent. 

6^ Exemple. Ponr nn eylindre plein de mdme forme, il safGt de 
faire 6' = dans la formnle (40.). 

Considerons maintenant un solide de revolntion aotonr de Taxe AB. 
On aura 

dV = dudti{b''-e), 
et 6 = fUy en designant par fu Tordonnee de la courbe generatrice de la 
snrface da solide. En sobstitnant ces valenrs dans reqnation (29.) et en y 
faisant comme plus haut GB^a^^ on trouvera 

41. Ä'cosa[y^ {Au^-fu)fu.du-AaBj^ f^u.du\ 

= ^ogj f^u.du. 
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7^ Exemple. Le solide de revolation ayant la forme d'une cöne 
droit, dont le sommet est au point A, on trouve, an moyen de cette eqaation, 

42. e'cosa = *^^ 



en designant par m le qaotient da dfamelre de la base divise par la bauteur 
da cöne. II faut donc qne Ton ait m<C 1 poar que le centre de gravite 
da Corps poisse £tre plas öleve qae le point C. 

Par appliqaer requation generale a on solide homogene sym^triqae 
par rapport ä trois axes qai se coapent au centre G il suffit de faire dans 
requation (38.) b=^F.u; en denotant par F.u Tordoniiee de la section 
principale da corps sur le plan des t, u. 

Cependant, si le solide est an anneau engendre par la revolution 
d^une surface plane autour de Taxe des t, il sera plus commode de prendre 

dV = ududt-^^, 

la lettre rp designant Tangle forme par le plan de la figure gen^ratrice avec 
celui des t, ti. On aura donc, au lieu de requation (29.), ces deux formules 

v^ fätr-^rudu, 

J •/ ü cos t^ J u' 

Si la figure generatrice est symelrique par rapport a deux axes 
paralleles a ceux des coordonnees u et t; en nommant r le rayon du cercle 
decrit par le centre de cette figure, on aura 

tt' = (r — ft) cosv^, II" = (r 4- ft) cos v^; 
et les expressions precedentes deviendront simplement 

V = 2rnrft.dt, 

43. < • •/ ü 

r7ie'cosa[f\r^+p.t-2e)ftdt-aBV\ = agV. 
8^ Exemple. Si la surface generatrice est une ellipse, on a 

et les formules (43.) nous donnent 

44. tf'cosa = ^""^ 



4r'+36'"-2fc*-8ae 
9"*' Exemple. Le cas de Tanneau proprement dit est compris dans 
Ja formule precedente, et il suffit d'y faire h' ^b; ce qui la reduit a 
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Iff^ Exemple. Si Tanneau est tres aplati on peut supprimer. 6^ dans 
la formule (44.) qm devient par la 

ff^cosa = ®^* 



4r«+36'*+8a£ 

Mais on a r+b'^a: donc si Ton fait r^b'=^a\ ob troavera 



7a*+7a"+2aa'-8a« 

En comparant ce resultat ä la formule (37.) on voit qu^il y a une 
difference sensible entre le cas de Tanneaa aplati prodait par la revolation 
d'ane ellipse et ceini de lanneau produit par la revointion d'un petit 
rectangle. 

Probleme t^. Determiner les circonstances de reqnilibre de la harre 
tres mince ÄBy le centre de gravite G etant sar Taxe Ox et la valear du 
module c etant donnee. 

Solution. On prendra d'abord au lieu de la formule (3'.) la formule 
(33.) en y faisant «==0; ce qui donne 

46. cos« = —fr 9 

ou bien 

^9 



47. 6' = 



aoosa 

Substituant cette valeur de ^ dans la formule (8.) on en tire 

48. i.-^ = ^£^£2i5L, 

9 p J 

au moyen de quoi requation (11.) donnera (en posant pour abreger 

^^' 9 "" 3ap(i-c'y' 

50. cos« = V(l4-9^)— ?. 

P 
Exemple i*^. Soient a = 0%3, = 60, c = 0,01. Les formnies 

(49., 50., 47. et 18'.) donnent a tres peu pres 

a = 5^8^ # = 711^10, /=7a. 
Exemple 2"^ En faisant c = ^^2 et en conservant les autres 
donnees on trouvera a peu pres 

a = 89M7', d = 30ji, /=ifl. 

Remarque. La valeur de a ne depend que de celle du module c et 

du rapport entre le poids de Tunili de longueur de la barre et le poids 

de Tunite de longueur du cordon. La valeur de 0, toutes choses egales 

d'aiileurs, est en raison inverse de la racine carree de la longueur de la 
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barre. La longneur du cordon, le module etant le mdme, est proportion- 

nelle a celle de la barre et aa sinus de rinclinaison a. Pias le rapport 
p 

angmente, plus Tangle a approche de 90^, et plus la vitesse angulaire 



ap 

devient grande. En general pour que le centre G seit sur Taxe Ox, il est 
necessaire que le cordon seit tres long ou tres dense si la vitesse angulaire 
n'est pas tres grande. 

Probleme 2^. On connait la vitesse angulaire, la longueur de la 

P 
barre et le rapport — : trouver les conditions necessaires a requiiibre dans 

la supposition que le centre G soit sitae sur Taxe des x. 

SohiHon. En eliminant les quantites cos er et q an moyen des equations 
(47., 49. et 50.), on a 

51. ^ = ^+^yy a'g-^V ' 
Cette formule combinee avec les formules (46.) et (18'.) fera connaltre les 

inconnues c, a et /• 

P 

Exemple. On suppose, a = 0",3, -^ = 15000, 0=iOn; on aura 

c = 8inn28, a = 84Mr.47", / = 48,55a. 

Probleme 3^\ Une sphere boroogene est attachee a Textremite 
inferieure d'un cordon vertical qui tourne uniformement sur lui-mdme, et 
le centre de gravi te du systdme est tant soit peu ecarte de la verticale qui 
passe par le point fixe; determiner la Situation d'equilibre du cordon et de 
la sphere. 

Solution. Le poids de la spbere etant suppose tres grand par rap- 
port a celui du cordon, si Ton neglige les termes divises par l?y la formule 

(31.), en y faisant b = a, donne cos« = Ci~; ensuite la formule (1.) 

nous fournit cos^=— cosa et les formules (24.) et (25.) deviennent 

L / . f\ I l + 4co8a /a+ÄN* . , , 
h = {a+€'-t)cosa-\ ^-g \~jr~y ^^^^-^9 

2 

l = o-f.e-}--_-(a4-«) cos'a. 

Substituant dans cette derniere la valeur de cosa on aura 

_ . 3^' / f \' ^ _ 2^^f» 

ou bien, eu egard ä la valeur de l^ (formule 8.), 
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Pour rexactitude de ces resultats il faat d'abord que la difference 
l — a ne soit pas tres petite; et si cette condition est remplie, on aara 
pour e une vaieur positive oa negative seien que / sera I> ou <Ca. Dans 
le premier cas cosa etant negatif, l'equilibre exige que le diametre AB 
de la spbere soit tout entier du cöte du cordon OA. Mais alors on doit 
changer le signe de a, et les formules precedentes donnent: 

1^ la distance entre le centre de la spbere et le point C oü le prolon- 
gement du diametre BA rencontre la verticale, c'est-ä-dire 

* = H«+^(-j:p^)'; 

2*' la distance du point C au point fixe, ou la vaieur de Tabscisse 



3" Tangle BCx = ß au moyen de la formale cos/i^ = -fr ; 

4" la tension da cordon au point A, (formale 2.}, exprimee par 

foT = ; 

9 

5" reqaation de la conrbe formee par le cordon OA, (formale 19'.), 

6^ la tension en un point quelconque du cordon, (formule \b.\ 

Si Ton avait /<Ca on pourrait supposer € negatif et par suite cosa 
positif. Mais on aurait alors cos/9 negatif et la vaieur de fi donnee par la 
formule (9.) etant egalement negative si l est tres grand, Tequation (19.) 
donnerait pour y une vaieur imaginaire. Donc le systdme etant d'abord 
en repos, si on lui imprime un mouvement de rotation autour de la ver- 
ticale avec une vitesse angulaire croissante, le diametre AB de la spbere 
ne prendra point la position indiquee par la figure. L'equilibre serait ce— 
pendant possible dans cette Situation du diametre si la vitesse angulaire 
etait tres grande, pourvu que le point C füt situe entre le centre G et le 
point A; ce qui rend negative la vaieur de e. Mais pour determiner les 
valeurs numeriques de toutes les inconnues il faudra recourir aux formules 
generales dans lesquelles ces quantites sont mdlees et qui ne peuvent 6tre 
resolues que par des tatonnements. 



.'^!};_irit. 
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Addition. 

Dans le 4""" volumc de la correspondance citce j'ai aussi considere 
requilibre d'une chaine fermee et suspendue par un point de sa circonfe- 
rence a Textremite du cordon OA, En imprimant au Systeme une cer- 
taine vitesse angulaire, la chaine commence par s'ouvrir en restant dans 
le plan vertical qui passe par la courbe OA; mais eile ne tarde pas a 
sMncliner de maniere que son plus grand diametre prend la position AB. 
Pour avoir les conditions de requilibre relatif a cet etat, on nommera: 
w' la section transversale de la chajne, 
q' sa densite, 
r^ t, z^ les coordonnees rectangulaires d'un element quelconque ds de 

la courbe forinee par la chaine^ 
t' la tension correspondante ä Telemenl ds' et rapportee ä Tunite de 
surface. 
L'origine des coordonnees est placee au point C; les v positifs sont 
pris dans le sens CA, les t positifs fönt un angle aigu avec Taxe Ox^ et 
les z sont perpendiculaires au plan de la figure. 

Cela pose, on aura, d'apres le principe des vitesses virtuelles, 

J\U(U-VTdl-\ZiU)i>ds-fx'()\ds' = 0; 

et il est facile de s'assurer que Ton doit avoir 

U = («JsinaH /cosa}ö'sina — grcosa, 
T = (csina + /cosa)ö"cosa-l-g'siua, 

En operant sur la premiere de ces equations d'apres les methodes 
connues, on trouve 

^\ = cons\ -/{Udv + Tdt \ Zdz), 

'!• j'-^rff = Udt-Tdv, 
q' ds dv ^ 

I ' \i i-d j- = Udz — Zde. 
q' ds dv 

En substituant dans ces equations les valeurs des forccs accclera- 
trices, on aura d'abord 

52. , = C-f ö(€> cos « — /sin «)—-[»" -|-(<^ sin« + /cos aj']. 

CreUe'B Journal d. M. Bd. XIX. Hft.3. 27 
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Si l'on elimine au nioyen de cette formule la quantite —^ et si Ton fait, 
pour abreger 

f dt , dz 

^ "" "d^' * ~ d^' 

on aura, pour definir la courbe formee par la chaine, les eqaations, 

dz* __ [ö'(tJ8ina + /C08a)8ina — pcosa]»'— Ö*Ä , 

j _L f'« _|_ 2,'^ ß^ ^^9 

C4-p(ccosa— isina) ^[Ä' + (cBina-}-<C08a)'] 



dt 



' _ ö'(c8ina4-/C0Ba)(/'8ina — cosa)— /^(sina + t'cosa) , 
-—jr — z» ov. 



i -U /'* -4- k'* /9' 

C+g(vcosa— tsiua) ^[^''^(vBma-^tcosay] 

On ne peut pas integrer ces equations dans le cas general qu^eiles 
representent; mais on peut les simplifier moyennant certaines restrictions. 
La premiere consiste ä supposer que la troisieme ordonnee t est une tres 
petite quantite que Ton peut negliger sans erreur sensible. Donc si nous 
faisons t = t' = 0^ les dernieres equations donneront seulement 

-rt dz! __ 0^(vz'sm''a — z ) — gz'coBa , 

^**' i + z'* ~^ ^ 

' C-{-gvco&a ^(a' + c'sin'a) 

Avec les mdmes restrictions la formule (52.) devient 

T* d^ 

54. -7- = C+^f?cosa — s-(Ä^4-«?^sin^a). 

Malgre cette simplification il n'est pas possible d'integrer Tequation de la 

courbe formee par la chaine; et si Ton veut obtenir cette equation en 

termes finis, il est necessaire de restreindre encore plus la question. Noos 

nous bornerons ä Texamen de deux cas particuliers. 

Supposons d^abord que Ton ait sensiblement cosa = 0, Tequation (53.) 

se reduira a celle-ci: 

dz' _ d\t>dz—zdv) 



dont 1 integrale est 



et la conslante 



2 



e +sy = a 



c = ia'e\ 

Au moyen de ces valeurs, la formule (54.j donnera 
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Pour comparer la valeur de la tension a un poids donne, on fera = 2nny 
et en designant le poids de la chaine par P', on aura 

P' = 27igQ'au)\ 
Parlant 

0)7= 2n'n- r . 

9 

On voit donc que la tension est egale au poids de la chaine multiplie par 

le rapport de sa longueur au coefGcient de la pesanteur, et par le carre du 

nombre de tours qu'elle fait dans une seconde de temps. 

Gonsiderons enGn le cas oü la chaine reste dans le plan vertical ; en 
d'autres termes Faisons sina = et cosrx = l, dans les equations (53.) 
et (54.). U en resultera 

._ _ ^ _ 

La premiere de ces equations nesi pas integrable sous forme finie; 

mais si Ton neglige les termes multiplies par d% on trouve fequation dif- 

ferentielle de la chainette; et si Ton neglige les termes multiplies par g, 

on obtient 

dz' _ Ö'Ädt? 

-^z-C 
equation integrable et qui donne 

^-^ = ±,/(C'(d^a^-2C/-1), 

en designant par C la nouvelle constante arbitraire. En changeant les 
constantes, la derniere equation pourra etre mise sous cette forme 



de 



/((26''-6*-ä')(6'-ä')) ' 



OÜ il est aise de voir que Ton a fait 0=^0' 6'^ et C = ^ ^^ ,_^ ,g^; la 

lettre b designe ici la plus grande valeur de z, D'apres cela la valeur de 
la tension sera donnee par la formule 

9 

27» 
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Faisons ss = bsin(p, c = ~;7?2p^I^&•Y ' ^^ l'^^pression precedente de dv 
deviendra 

A^ - _Mz:f!) ^ . 

^^ "■ 2c 'V(l-c'8iD»' 



d ou 1 on deduit 






On determinera les conslantes arbitraires en supposant connue la 
longueur de la chaine; ce qui rentre dans ce que nous avons dejä va. 



L 
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10. 

Beweise einiger geometrischer Lehrsätze. 

(Von Herrn Dr. Bauer in Stettin.) 



Beweis des Lehrsatzes No. 15. im IX. Bande pag. 102 

dieses Journals. 

Lehrsatz. In einem Dreieck ABC sei M die Mitte der Seite AC. 
Man ziehe BM und bezeichne 

AB mit c, BC mit a, A}f== MC mit h, BM mit p, 

so ist: 

a' + c' = 2{h'+p^). 

Lehrsatz. Dreht sich ein rechter Winkel in der Ebene eines Kreises 
uro seinen festen Scheitelpuncl , so ist der Ort der Mitte der Sehne 
zwischen seinen Schenkeln ein zweiter Kreis, dessen Mittelpunct in der 
Mitte zwischen dem Mittelpuncte des ersten Kreises und jenem festen 
Puncte liegt. 

Beweis. (Siehe Fig. 12.; sei der Mittelpunct eines Kreises; 
innerhalb der Kreisfläche werde irgend ein Punct C angenommen und die 
Mitte zwischen und C sei M. Ferner seien die Mitten zweier Sehnen 
zwischen den Schenkeln zweier rechten Winkel, die ihre Spitze in C haben, 
fi und Ui, so ist, wenn der Radius des Kreises r heifst: 

{c,uy+io,uy = {Ciii,y+ io^,f = r' 

und nach dem Lehnsatze 

{C,uf+iOuY = 2(M,uf +2iM0)\ 
(C,«.r+(0.».)' = 2iM,u,y+2iMOy. 



Hieraas Folgt 



Setzt man 



so ist: 



oder 



Mu = Mfif 
M,u=^(f, OC=d, 
2pHirf' = r» oder 4(»*-r' = r'-<f 

(r+2p)(r-2(»)+(r + rf)(r-d) = 0. 
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Auflösung der Aufgabe No. 16. Band IX. p. 103 dieses 

Journals. 

Aufgabe. Bei der Ellipse ist das Rechteck unter den beiden Leit- 
strahlen, die nach irgend einem Puncte derselben gezogen werden, gleich 
dem Quadrate des halben Durchmessers, welcher mit der Tangente in jenem 
Puncte parallel ist. Findet dieser Satz auch bei der Hyperbel statt? 

Auflösung. Die Beantwortung dieser Frage giebt bereits Hamilton 
(Lehre von den Kugelschnitten, übers, von J. J, Feldhoff. Coblenz, 1825.), 
indem er (Bch. 2. Stz. 19.j den bezüglichen Satz sowohl für die Ellipse 
als für die Hyperbel beweist. Seine Beweisführung stützt sich hauptsächlich 
auf folgende beiden Satze: 

1. Wenn zwei eine Ellipse oder die entgegengesetzten Hyperbel- 
zweige berührende parallele Geraden irgend einer andern Berührenden be- 
gegnen, so wird das Rechteck, welches unter denjenigen Abschnitten der 
von den Parallelen geschnittenen Berührenden enthalten ist, die zwischen 
dem Berührungspuncte und den Parallelen liegen, gleich sein dem Quadrate 
des mit der Berührenden parallelen halben Durchmessers {Hamilton Bch. 1. 
Stz. 50. Tbl. 2.). 

2. Legt man durch die Endpuncle der Quer-Axe (grofsen Axe) 
der Ellipse oder der Hyperbel zwei Berührende, welche irgend einer andern 
Berührenden in den Puncten H und G begegnen, so geht der um die 
Gerade HG als Durchmesser beschriebene Kreis durch die beiden Brenn- 
puncte des Schnitts. 

Der erste dieser beiden Sätze läfst sich leicht vermittelst der von 
Hrn. Plücker {analyt. geom. Entwicklungen Bd. 2.) eingeführten Linien— 
coordinaten beweisen. Auf Liniencoordinaten bezogen stellt nämlich die 
Gleichung 

eben sowohl eine Ellipse als eine Hyperbel dar. Die Curve wird von der 
zweiten Coordinaten - Axe im Anfangspuncte der Coordinaten berührt und 
der Mittelpunct liegt in der ersten Coordinaten- Axe. Wenn man o con- 
staut nimmt, so ist offenbar, welchen Werth man auch dem r giebt (d. h. 
für jede Richtung zweier parallelen Tangenten das Product der tr's, d. h. 
das Product der Abschnitte der zweiten Axe. welche zwischen dem Beruh- 
rungspunct derselben und den beiden parallelen Tangenten liegen, gleich F. 
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Wird r = gesetzt, d. h. sind die parallelen Tangenten der ersten 
Axe paralleK so ist 

fß^ = F, 

d. b. F ist das Quadrat des der zweiten Axe parallelen Halbdnrchmessers. 

Aus diesem Satze folgt mit Hülfe bekannter Sätze über Kegelschnitte 
der von Hrn. Steiner im gegenwärtigen Journal Bd. I. p. 279 Note No. 2. 
aufgestellte Satz, welcher den ersten Theil des Satzes 50. Beb. 1. Hamil- 
ton bildet. 



Beweis des Lehrsatzes No. 1. Band XVI. p. 374 dieses 

Journals. 

Lehrsatz. Zieht man durch irgend einen Punct in der Ebene 
einer gleichseitigen Hyperbel zwei sich rechtwinklig durchschneidende Ge- 
raden mit den Axen parallel, welche der Hyperbel im Allgemeinen in 
vier Puncten begegnen; und verbindet diese Durchschnittspuncte durch 
Sehnen, so liegen die Mitten dieser Sehnen, der Mittelpunct M der Hy- 
perbel und der gegebene Punct stets auf einem und demselben Kreise, 
dessen Mittelpunct in der Mitte der Linie MO liegt, welche den gegebenen 
Punct mit dem Mittelpuncte M der Hyperbel verbindet; eben so 
liegen die Schwerpuncte der Dreiecke, welche jenen Punct zur Spitze 
und die Sehnen zu Grundlinien haben, auf einem andern Kreise, dessen 
Mittelpunct auf derselben Verbindungslinie MO in dem Endpuncte des ersten 
Drittels dieser Linie, von aus, liegt, und dessen Halbmesser gleich 
^MO ist. 

Beweis. Die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, auf ihre 
Axen als Coordinaten-Axen bezogen, ist 

2 2 

y —X = a. 

Zieht man durch den Punct in der Ebene der Hyperbel zwei sich 
rechtwinklig durchschneidende Geraden mit den Axen parallel, so kann 
man von den vier entstehenden Durchscbnittspuncten auf sechs verschiedene 
Arten zwei durch eine Sehne verbinden. Die Mitten der sechs Sehnen 
sind, wenn die Coordinaten x' und y' hat, durch ihre Coordinaten aus- 
gedrückt, folgende: 
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1. (x\ 0), 

2. (0, »'), 

d. (^ 2- , 2 ;, 

*• ^ 2 ■ ' 2 /' 

/x'-j^-a) y' + y^(x " + a)\ 
^- k 2~ ~' ~2 /' 

Die vier letzten Puncto können zusammengefafst werden unter dem Schema: 

3.4.5.6. (^±y^^i^, i±Ä^:+aiy 

Das Quadrat der Entfernung R eines jeden dieser 6 Puncte von dem Puncte 

vT' '2/ ^^^^ ^^" ^^^ ^'*^® zwischen und Jlf (dem Mittelpuncte der Hy- 
perbel) ist gleich, nämlich 

R = --^ 

Dies ist aber das Quadrat der Entfernung des Punctes (^ , ^^ von üf, 

dem Anfangspuncte der Coordinaten. 

Wenn man drei Puncte, die in einer Geraden liegen, als Dreieck be- 
trachtet, so sind die Schwerpuncte der 6 Dreiecke, welche zur Spitze und 
eine Sehne zur Grundlinie haben, durch ihre Coordinaten ausgedrückt, folgende: 

2. [x, .^), 
3.4.5.6. (l^f"-«), miif^ly 
Das Quadrat der Entfernung (r) eines jeden dieser 6 Puncte von dem 
Puncte (-0-^ -J^) ist dasselbe, nämlich 



r' 



9 



Ein Punct, dessen Coordinaten . ..— und —^ sind, liegt aber auf der 
Linie MO zweimal so weit von M als von entfernt. Das Quadrat der 
Entfernung eines Punctes (^-^^ -^) vom Punct oder (x, y') ist 

9 ~ • 



— ■«- 
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Beweis den von Herrn Steiner in seinem Werke ,,Syslem. 

Entwicklung der Abhängigkeit geometr. Gestalten^^ 

Anhang S. 299 No. 16. aufgestellten Lehrsatz. 

Der Lehrsatz lautet, mit veränderter Bezeichnung: 
Drehen sich zwei beliebige, der Gröfse nach unveränderliche Winkel 
{aA) und {a'Ä) in einer Ebene dergestalt um ihre festen Scheitel- 
poncte ß und ß', die in einem gegebenen Kegelachnitt liegen, dafs der 
Dnrchschnittspunct (a^ a!) zweier ihrer Schenkel a und a! diesen Kegelschnitt 
durchläuft, so beschreibt jeder der drei übrigen Puncte (o,^'}, («', -4), 
(A, A)^ in denen sich ihre Schenkel paarweise schneiden, einen Kegelschnitt, 
welcher durch die zwei festen Scheitel ß und /?' geht. 

Beweis. (Siehe Fig. 15.) Heifse der eine Schenkel des Winkels 
[aA) in den verschiedenen Lagen, die er bei der Drehung erhält, b^ c, d u. s. f., 
und der andere By C, D u. s. f., und entsprechend der eine Schenkel des 
Winkels {a'A): b\ c\ cT u. s. f., und der andere Schenkel: B\ C, D' u. s. f., 
so ist, da W. {aA) = W. [bB] = W. {cC) und eben so W. {a'A) = W. {b'B') 
= W. (c'C), auch 

W. {AB) = W. {ab) und W. {AC) = W. {ac) u. s. f. 
Eben so 

W. {Äff) = W. {ab') und W. {AC) = W. {a'c') u. s. f. 

Bezeichnet man demnach den ebenen Strahlbflschel , dessen Mittel- 
punct ß und dessen Strahlen a, by c, d u. s. f. sind, mit ß^aj>.c^..) und eben 
so den ebenen StrahlbOscbel , dessen Mittelpunct ß' und dessen Strahlen 
Ay ffy C, D' u. s. f. sind, mit (f(^A'.B'.c..:) u. s. f., so leuchtet ein, dafs 
je zwei Strahlen des Strahlbüschels ßiA.n.c.:) denselben Winkel mit ein- 
ander bilden wie die beiden entsprechenden des Strahlbüschels ß^oAx....) 
und je zwei Strahlen des Strahlbüscbels ß(^A\B'.c...,) denselben Winkel wie 
die beiden entsprechenden des Strahlbüscbels ß(a\h'.c..„y Wenn also ß (^„ax....) 
und ß\a'.b',c....) 2^61 projectivische ebene Strahlbflschel sind, so sind auch 

*• ßiA.B.C...,') und P (a'.6'.c'...)9 

2. /?(o.6.c..O und ß\A'.B'.C....)'i 

3. ßiA.B.c„..) nnn ß (a'.b-.c....) 
drei Paar projectivische ebene Strahlbüschel, d. h. (Syst. d. Abb. S. 139. IV.): 
wenn {a, a') Punct eines Kegelschnitts ist, der durch die Puncte ß und ß' 

Crelle*8 Jouraal d. M. Bd. XIX. Hft. 8. 28 
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210 10. Bauer, Beweise einiger geometrischer Lehrsätze. 

gehl, so ist auch ein jeder der drei Puncte {a,Ä)^ {A,a')^ {^9^') Punct 
eines von drei Kegelschnitten, denen die Pnncte ß und ß' gemeinschaft- 
lich sind. 

Auf ähnliche Art werden folgende Sätze bewiesen: 

1. Bewegen sich zwei Paare von Puncten a,A und a',A' mit un- 
veränderter Entfernung des a von A und a! von Ä auf zwei, einen Kegel- 
schnitt berührenden Geraden ß und ß' in der Art, dafs die durch a und a' 
geführte Linie Tangente desselben Kegelschnitts bleibt, so bleibt auch die 
durch a und A, so wie die durch a' und A und die durch A und Ä g«-^ 
führte Linie Tangente eines und desselben von drei neuen Kegelschnitten, 
welche die Linien ß und ß' berühren. 

2. Drehen sich zwei beliebige, der Gröfse nach unveränderliche 
Ebenen Winkel *) (aA) und (a'Ä) dergestalt um ihre festen Scheitel ß 
und ß^, welche in der Oberfläche eines Kegels vom zweiten Grade liegen, 
dafs der Durchschnitt der beiden Ebenen a und a' die Oberfläche des Kegels 
beschreibt, so beschreibt jede der drei übrigen Linien (a.Ä)^ i^'^^h 
{A.A')^ in denen sich die Schenkel der Ebenenwinkel paarweise schneiden, 
die Oberfläche eines Kegels vom zweiten Grade, in welcher die Scheitel ß 
und ß' der beiden Ebenen winkel (aA) und (a'A) liegen. 

3. Bewegen sich zwei beliebige, der Gröfse nach unveränderiiefae 
Winkel (aA) und {a'A')^ deren gemeinschaftlicher Scheitelpunct in der 
Durciischnittslinie zweier einen Kegel zweiten Grades berührenden Ebenen ß 
und ß' liegt, in den beiden Ebenen ß und ß' dergestalt, dafs die durch m 
und a' gelegte Ebene beständig denselben von ß und ß' berührten Kegel 
zweiten Grades tangirt, so berührt auch jede von den drei Ebenen («, ^'), 
(a'yA)^ {A,A')^ welche durch je zwei Schenkel der Winkel {aA) und 
{a'A') gelegt werden, einen bestimmten von drei neuen Kegeln zweite« 
Grades, welche von den Ebenen ß und ß' berührt werden. 



''') Wenn zwei Ebenen a und A sich in der Linie ß schneiden, so nenne ioh ß 
den Scheitel des Ebenenwinkel (ail), dessen Schenkel die beiden Ebenen a nnd A sind. 
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Beweis des von Herrn Steiner in seinem Werke ^^System. 
Entw. d. Abh. geom. Gest>^ Anhang 8. 302 No. 94. 

aufgestellten Lehrsatzes. 

Der Lehrsatz lautet: 

Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade A und ein 
ebener Strahlbäschel B, in beliebiger schiefer Lage in einer Ebene, und 
mam zieht durch jeden Punet der Geraden einen Strahl, welcher entweder 
a) dem (dem jedesmaligen Punct) entsprechenden Strahl des Strahlbfiscbels 
parallel ist, oder b) welcher zu ihm rechtwinklig ist, so berühren alle 
solche Strahlen eine bestimmte Parabel, welche auch von der gegebenen 
Geraden A berührt wird. 

Der Beweis beruht darauf, dafs gezeigt wird: die Gerade A und 
die durch den Punct a in ihr mit dem Strahl a parallel oder zu ihm senk- 
recht gezogene Ä werden von den mit den übrigen Strahlen durch die 
entsprechenden Puncto der A parallel oder zu ihnen senkrecht gezogenen 
Geraden ia entsprechenden Puncten projectivisch ahnlich geschnitten. 

Beweis von a). In Fig. 13. ist durch den Punct a die Gerade A' 
parallel mU dem Strahl a in dem ebenen Strahlbäschel B, dessen Mittel- 
piinct B ist, gezogen. In dem ebenen Strahlbfischel wird es einen Strahl c 
gebeB^ welcher mit der Geraden A parallel ist Es wird also in der Ge- 
raden A einea Punct c geben, welcher seinen entsprechenden Punct c' in 
dem Dnrchscknitt der Geraden A und A' hat. Man ziehe die Linie Ba 
und nenne diesen Strahl des ebenen StrahlbOschels b, so liegt b zwischen 
• und c; also wird auch der Punct 6 zwischen a und c liegen. Vom 
Punct 6 aus ziehe man mit b eine Parallele, welche Ä in V trifft. 
Nimmt man nun jenseits c (in Bezug auf b) einen Strahl d, oder jenseits a 
einen Strahl d, so wird der ihm entsprechende Punct b entweder jenseits 
c oder a (in Bezug anf 6) liegen; es werde der Punct h jenseits a ange- 
nommen, so wird der durch b mit d parallel gezogene Strahl die Gerade 
A' in h' und zwar unterhalb b' treffen. Nun ergiebt sich 

ab _ gin(a6) ab _ Bin(ad) 

~7V '^ Bin(c6) ' ~W "" 8in(cd) ' 

also 

^^ .-_?A — »iP(<*fe) 8in(ad) 
c'b' ' c'b' ~" 8in(c6) sin (cd) 

28» 
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Da aber die Gerade A und der ebene Strahlbüschel B projectivisch sind, 

so ist 

ab , ab _ 8iD(a6) ^ sin (ad) 

Hieraus folget 



cb • 


cb ~ 


sin(cb) 


• 
1 


sin (cd) 


ab 


ab 


ab 


ab 




c'b' 


• c'b' 


cb • 


cb 


1 



woraus sich unmittelbar ergiebt: 

1. c'6':c'b' = cbrcb, 

2. c'6':cb = c'b'rcb. 
Aus (1.) folgt: 

c'b-c'6':c'6' = cb~cb:cb 
d. h. 

3. 6'b':c'6' = bb:cb, 

4. b'b':bb = c'b'rcb. 

Die Gleichungen (2.) und (4.) zusammengefarst, geben: 

cb _ cb __ bb 
c'b' "" c'b' "~ b'6' * 

Folglich sind die Geraden A und A' projectivisch ähnlich in Besag aaf 
die Puncte, in denen sie von den mit den Strahlen des Strahlbflscbels 
Parallelen geschnitten werden (Syst. Entw. d. Abb. geom. Gest. S. 43). 

Beweis von 6). In Fig. 14. ist durch den Punct a in der Linie A 
eine Linie Ä senkrecht auf den Strahl a in dem ebenen Strahlbflscbel, 
dessen Mittelpunct B ist, gezogen. In dem Strahlbflschel wird es einen 
Strahl c geben, welcher senkrecht zu der Linie A ist. In dem Schneidangs- 
punct der Linien A und Ä ist also der Punct a in Bezug auf die Linie A 
und der Punct c' in Bezug auf die Linie A' vereinigt. Man ziehe die 
Linie Ba^ so wird, wenn Ba als Strahl des Strahlbüschels b ist, der 
Punct b in ^ zwischen c und a liegen, wie in Fig. 13. und die durch 6 
zu dem Strahl 6 rechtwinklig gezogene bb' wird die Linie A' oberhalb A 
treffen. Wird nun der Strahl d oberhalb a angenommen, so mufs auch die 
durch b zu d rechtwinklig gezogene bb' die Gerade A' oberhalb 6' treffen. 

Aus einfachen geometrischen Betrachtungen ergiebt sich: 

W. Wa = W. (a6), W. Vha = W. (cb). 

Hieraus folgt 

ab _ 8in(afe) ab _ Bin(ad) 

c'b' ~" 8in(cfe) ' c'b' "" 8in(cd) ' 
also, wie in dem Beweise von a): 

ab ab ab ab 

________ • ______ . • 

c'6' ' c'b' cb * cb 

u. s. f. 
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Beweis des von Herrn Steiner in seinem Werke ,,System. 
Entw. d. Abh. geom. Gest.'^ Anhang 8. 303 No. 27. 

aufgestellten Lehrsatzes. 

Lehrsatz. Liegen zwei projectivische ebene Strahlbflschel B und 
B' beliebig im Räume, und man legt durch irgend einen gegebenen Punct d 
Ebenen, von welchen jede irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahl- 
bflschel parallel ist, so umhflUen sie eine Kegelfläche D. zweiten Grades; 
oder legt man durch D solche Geraden, von welchen jede zu irgend zwei 
entsprechenden Strahlen der Strahlbflschel der Richtung nach rechtwinklig 
ist, so liegen sie in einer Kegelfldche zweiten Grades. 

Beweis des ersten Theils des Satzes. M sei die Durch- 
schnittslinie der Ebenen der beiden ebenen Strahlbflschel B und B', deren 
Strahlen a, b, c, d, e, r u. s. f. und a', b', c', tf, e', r' .... heirsen 
mögen. Es giebt in B einen Strahl d, der parallel M ist und eben so in B' 
einen Strahl e\ der parallel M ist. Die durch D mit d und d' parallel 
gelegte Ebene (Ä) ist demnach der Ebene des Strahlbflschels B* parallel, 
und eben so ist die durch D mit e und e' parallel gelegte Ebene {A) der 
Ebene des Slrahlbflschels B parallel. (A) und (A) werden also von den 
flbrigen durch D respective mit a und a', b und V u. s. w. parallel ge- 
legten Ebenen in solchen Strahlen a und a\ ß und ß' geschnitten, welche 
a und a\ b und V parallel sind, woraus erhellt, dafs [A] und [A) in 
projectivischen ebenen Strahlbflscheln geschnitten werden, welche in einem 
Raambflschel D liegen, woraus (nach Syst. Entw. d. Abh. geom. Gest. 
S. 138 IL links) folgt, dafs die schneidenden Ebenen einen Kegel zweiten 
Grades umhflllen, dessen Spitze D ist. 

Beweis des zweiten Theils des Satzes. Man fälle von D 
aus das Perpendikel DM auf die Ebene von B und DM' auf die Ebene 
von ff. Irgend ein Strahl DAj der von D aus im Räume willkflrlich 
gezogen ist, kann betrachtet werden als der Durchschnitt zweier Ebenen 
DMA und DM'A und eben so ein Strahl DR als der Durchschnitt der 
beiden Ebenen DMR und DM'R. Sämmtliche Strahlen also, die von D 
aus gezogen werden, können als die Durchschnitte betrachtet werden 
irgend zweier Ebenen in zwei Ebenenbflscheln , deren Axen DM und DM' 
sind. Nun sei der Strahl DA senkrecht zu a und a, so wird a senk- 
recht sein auf der Ebene DMA und a! senkrecht auf der Ebene DM'A. 
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Eben so wird, wenn DR senkrecht zu r und r ist, r senkrecht sein zu OMR 
und r' senkrecht zur Ebene DM'R. Der Flächenwinkel {DMR, DMA) 
ergänzt also den Winkel, den die Strahlen r und a im ebenen Strahl- 
buschel B mit einander bilden, zu zwei Rechten. Eben so ergänzt der 
Flächenwinkel {DM'R, DM'A) den Winkel, welchen die Strahlen r und 
ol im ebenen Strahlbflschel ff mit einander bilden, zu zwei Rechten. 
Zwei Winkel aber, die sich zu zwei Rechten ergänzen, haben gleiche 
Sinus. Die Strahlen also, die von D aus senkrecht zu zwei entsprechenden 
Strahlen der ebenen Strahlbfischel B und B* gerichtet sind, können be- 
trachtet werden als die Durchschnitte je zweier entsjN'echender Ebenen in 
zwei projectivischen Ebenenbaschein, deren Axen DM und DM* sind. 
Hieraus folgt der zweite Theil des Satzes (Syst. Entw. d. Abb. geom. 
Gest. S. 138. II. reehts). 



Auflösung der Aufgabe 3. im Anhange des ersten Bandes 

der ,, Systematischen Entwicklung der Abhängigkeit 

geometrischer Gestalten etc>^ von J» Steiner. 

Zuerst mag folgender Satz bewiesen werden (Anhang d. System. 
Entw. d. Abb. etc. S. 312 No. 56.). 

^Wenn in jeder von zwei Geraden A^ Ä die in einer Elbene liegen, 
drei beliebige Puncto angenommen werden, so lassen sich dnrch diese, paar- 
weise, 9 Geraden G legen, welche sich, paarweise, in 18 Puncten P 
schneiden, wovon 6 mal 3 in einer Geraden g liegen und von diesen 
6 Geraden gehen 3 und 3 durch einen Punct.^ 

Beweis. Man bezeichne die 3 Puncto auf der Linie A mit den 
Ziffern 1, 2, 3 und auf der Linie Ä mit I, II, lU; den Durchschnitt zweier 
Linien G, etwa II und 112 mit (II. 112) u. s. f., den Durchadmitt der 
Linien A und A mit 0; eine Linie, welche zwei Puncte P verbindet 
mit (12. III, 113. IU2) u. s. f. Die Linie (U. U2, 0) ist ,die Polare 
des Punctes (12. III) in Bezug auf den Kegelaefaniti, welcher die fünf 
Linien II, 112, III 3, A und A berährt. In Bezug auf denselben Kegel- 
schnitt ist (II. III3, O) die Polare von (13. UM) und (112. m3, O) 
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die Polare von (113. III2). Da nun die Linien (II. 112, 0), (II. III3, O), 
(112. III 3, 0) den Punct mit einander gemein haben, so müssen ihre 
Pole auf einen und derselben Geraden, der Polaren des Punctes liegen. 
Diese Gerade werde bezeichnet mit 

g,{li) (112) (IU3): 
so kann auf fihnliche Art gezeigt werden, dafs die fibrigen 15 Puncto P auf 
folgenden 5 Geraden g vertheilt sind: 

jr.i(ii) (113) (ni2), 

^,„(13) (II2j (IUI), 
g,,{l2) (III) (in3), 
flr, (12) (113) (IUI), 
j7vi(I3) (U1)(IU2). 
Es liegen also, etwa auf der Linie ^iv die 3 Puncto: 

(II. U2) (13. IU2) (U3. IUI) 
und die Linie ^iv ist die Polare des Punctes in Bezsg auf den Kegel- 
schnitt, welcher die 5 Geraden A, Ä, 12, Ul, III 3 berührt. 
Aus dem bekannten Satze der Situations-Geometrie 
^wenn die 3 Seiten eines Dreiecks den Seiten eines andern Dreiecks in 
3 Puncten begegnen, die in gerader Linie liegen, so schneiden sich die- 
jenigen geraden Linien, welche die diesen Seiten gegenüberliegenden 
Winkelpuncte der beiden Dreiecke verbinden, in demselben Puncto,^ 
folgt ferner, dafs von den Linien g 3 und 3 sich in einem Puncto schneiden, 
nflmlich die Linien gi gy ^vi und die Linien gu gm giy. 

Wenn die 3 Linien II, 112, III 3 sich in einem Puncto Q schneiden, 
so geht bekanntlich (vergl. „die geometr. Constructionen ausgef. mittelst der 
geraden Linie und eines festen Kreises von /. Steiner^ S. 12, V.) die Linie gi 
durch den Punct 0. Wir erhalten alsdann folgenden Satz: 

„Wenn 5 gerade Linien gegeben sind, von welchen 3 durch einen 
zweiten gegebenen Punct Q und die beiden übrigen durch einen zweiten 
Punct gehen, so schneiden sich diese geraden Linien aufserdem noch in 
6 Puncten. Diese 6 Puncto lassen sich durch 6 neue gerade Linien ver- 
binden, und diese 6 geraden Linien schneiden sich untereinander in 9 neuen 
Puncten (p), die ur^rünglicben 5 Linien aber in 6 neuen Puncten {pt). Von 
den 9 Pmcten p liegen 3 auf einer durch gehenden Linie {g) und die fibrigen 6, 
zu zweien, auf 3 geraden Linien, die durch den Punct Q gehen. Die 6 Puncto pi 
liegen zu 3 auf zwei Linien, deren Durchschnittspunct in der Linie g befindlich ist. 
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Die von Herrn Professor Steiner gestellte Aufgabe lautet: 

^Wenn in einer Ebene zwei beliebige Geraden A, A' und in jeder 
irgend 4 harmonische Puncte gegeben sind, so bestimmen die letztern, 
paarweise genommen, 16 Strahlen S; diese schneiden sich in 12 Puncten P, 
u. s. w.: welche Eigenschaft haben die Strahlen S in Hinsicht ihrer gegen- 
.seitigen Lage, und welche die Puncte P? wie oft liegen von den letztern 3, 
und wie oft 6 in einer Geraden? u. s. w.^ 

Der Durchschnittspunct der Linien A und A sei 0; die vier har- 
monischen Puncte auf der Linie A werden bezeichnet mit 1, 2, 3, 4 und 
die vier harmonischen Puncte auf der Linie A' mit L H. HL IV. Bezeichnet 
man nun mit Herrn Prof. Moebius (Barycentr. calcul S. 246 §. 183.) das 
DoppelschnittsverhAltnifs 

i|-:4^ mit (1, 2, 3, 4), 

80 leuchtet ein, dafs: 

(1, 3, 2, 4) = (3, 1, 4, 2) = (2, 4, 1, 3) = (4, 2, 3, 1) = (1, 3, 4, 2} 
- (3, 1, 2, 4) = (4, 2, 1, 3) = (2, 4, 3, 1) = (I, U, HI, IV) = -1. 

Da nun (System. Entw. der Abb. geom. Gest. S. 157) 

^alle Geraden, welche von irgend 4 festen Geraden harmonisch ge- 
schnitten werden, einen bestimmten Kegelschnitt berühren, welcher auch 
von jenen festen Geraden berührt wird,^ 

so ergiebt sich, dafs 40 der Puncto P auf folgenden 8 Geraden vertheili 
sind: 

11) (112) (m3) (IV4), 

13) (114) (HIl) (IV2), 

12) (III) (in4) (IV 3), 

14) (U3) (III2)(IV1), 
U) (n4) (III3) (IV 2), 

13) (n2) (HU) (IV 4), 



9iy^ 
9y- 



14) (Ul) (102) (IV3 



/» 



12) (U3) (m4)(IVl). 

Jede dieser 8 liiieD isi die Polare des Pnnctes O in Beiog asf eioei 
YOB 8 bestinmteB KegelsdiiiitteB. So ist ilie Lieie fr die Polare des 
PuBctes O ie Besef auf den KegelscheiU , welcher die 6 Limem bertkrt: 
A,A\ lU 114, ma, IV2 m. s.f. 
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Jede der 8 Linien g enthält 6 der Puncte P, von welchen 4 auf 
keiner der 7 äbrigen Linien vorkommen, zwei aber im Durchschnitt mit 
zweien der 7 übrigen liegen. So hat die Linie gi mit der Linie gy den Punct 
(13. IUI) und mit der Linie ^y, den Panct (04. IV 2) gemein. Eben 
so ist der Punct (112. IV4) den beiden Linien ^n und ^y, der Punct 
(14. 1112} den beiden Linien g^ und gym^ der Punct (III. IV 3) den 
Linien ^ly und ^yn^ der Punct (113. IV 1) den Linien gm und ^yn, der 
Punct (II. 1113} den Linien gu und ^yi und der Punct (12. III 4) den 
Linien ^|y und ^yn gemein. 

Von den 8 Linien g schneiden sich 4 und 4 in einem Punct, nämlich 
die Linien grm, gr,y, gryj, gy und gr,, g^^ gry„, gy^. Dieses folgt aus dem 
vorhin erwähnten, bekannten Lehrsatze der Situations - Geometrie. Für 
die 4 Linien ^x, gn^ gy^^ gym kann es beispielsweise also bewiesen 
werden. 

Die Linie gi wird bestimmt durch die beiden Puncte: 

(13. mi) und (U4. IV2). 
Die Linie ^yxu wird bestimmt durch die beiden Puncte: 

(IV 4. mi) und (II. IV 2). 
Die Linie gyn wird bestimmt durch die beiden Puncte: 

(13. IV 4) und (II. 114). 
Die Linien (13. IUI, IV4. Uli) und (U4. IV2, II. IV2) schneiden 
sich im Puncte (IUI. IV 2). 

Die Linien (U4. IV2, U4. II) und (13. IV4, 13. IUI) schneiden sich 
im Puncte (U4. 13). 

Die Linien (II. U4, II. IV2) und (IV4. IUI, IV 4. 13) schneiden sich 
im Puncte (II. IV 4). 

Denn die Linie (13. IUI, IV4. IUI) ist keine andre als die Linie Uli 
selbst. Da nun aber die drei Puncte (Uli. IV2), (U4. 13), (II. IV4) 
in einer Geraden, nämlich in der Linie ^^y liegen, so müssen die drei Ge- 
raden ^i, ^yii und ^yxji sich in einem Puncte schneiden. 

Die Linie gi wird aber auch bestimmt durch die beiden Puncte: 

(12. Ul) und (14. IVl). 
Die Linie gym wird auch bestimmt durch die beiden Puncte 

(IV3. Hl) und (14. UI2). 
Die Linie ^n ^ird bestimmt durch die beiden Puncte 

(12. IV 3) und (ni2. IVl). 
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Da nm aber aueh die ärei Puncte (14. III), (III2. IV 3), (12. IV 1) 
in einer Linie liegen, nSmltch in der Linie ^y, so mässen anch die drei 
Linien: g^^ g\m^ Qu sich in einem Pancte schneiden, welcher Panct derselbe 
sein wird wie der Dttrchsehnitt der drei Linien: ^i, ^v^, gnii- 

Unter den 40 Puncten P, welche auf den acht Linien g vertheih 
sind, mögen diejenigen 8, welche im Durchschnitt je zweier Linien g liegen, 
mit Pi, diejenigen 32 aber, von denen je 4 einer bestimmten Linie g 
eigentbOMlich zugehören, mit P„ bezeichnet werden. Diejenigen noch 
übrigen 32 Puncte P aber, von denen keiner sich auf einer Linie g be^ 
findet, mögen mit F„i bezeichnet werden. 

Von den 8 Puncten 1, 2, 3, 4, I, II, III, IV können auf 16 ver- 
schiedene Arten 3 Puncte der Linie A auf 3 Puncte der Linie Ä bezogen 
werden. In jeder Combination erhSlt man nach dem oben erwähnten 
Satze des Herrn Prof. Steiner 18 der Puncte P in der Art zusammen- 
gestellt, dafs sie zu dreien auf sechs Linien liegen. Zwei dieser Linien 
kommen unter den Linien g vor und eine jede von ihnen enthält einen 
Punct Pi und 2 Puncto P^. Jede der vier andern Linien (y) enthält 
2 Puncte P^ und einen Punct P^. So giebt die Combination (I II IV 3 4 2) 
folgende sechs Linien: 

a: (13) (114) (IV2), 

6. (13) (112) (IV4), 

c. (12) (n4) (IV3), 
• d. (14) (113) (IV 2), 

e. (14) (112) (IV3), 

f. (12) (113) (IV4). 

■ * 

Die Linie a ist offenbar die Linie ^u und die Linie h ist die Linie ^vi. 
Die drei Linien a^ e, f schneiden sich in einem Puncte und eben so schnei- 
den sich die drei Linien b^ c^ d in einem Puncte. Wir erhalten demnach 

• * - 

64 Linien (y)^ von denen eine jede einen Punct Pu und 2 Puncte Pm ent- 
hält. Jeder Punct Pu ist der Durchschnitt von zwei Linien {y). So ist der 
Punct (13. 112) der Durchschnitt der beiden Linien 

(12) (n3) (IUI) und 
(12) (113) (IV 4). 

In jedem Punct Pm schneiden sich aber vier Linien (y). So schneiden 
sich im Puncte (112. III 4) die vier Linien: 
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(II) (114) (m2), 

(13) (114) (ins), 

(IVl) (114) (IU2), 
(IV 3) (114) (in 2). 
Anf jeder Linie g schneiden sieb 4 Paar liinien (y). So schneiden 
«ich auf der Linie g^g 

1. aas der Combination (I II IV 3 2 4) die beiden Linien 

(U4) (12) (IV3) und 
(IV2) (14) (113); 

2. aas der Combination (I 11 III 3 2 1) die beiden Linien 

(12) (III) (HI 3) und 
(II) (113) (1112); 

3. aus der Gombination (I III IV 3 1 4) die beiden Linien 

(II) (m4)<IV3) nid 
(14) (ni3) (IVl); 

4. aus der Combination (II lU IV 2 1 4) die bd^en Linien 

(III) (III 4) (IV 2) und 
(U4) (III2) (IVl). 

Diese vier Puncto auf der Linie ^vi9 denen auf jeder der sieben 
flbrigen Linien g vier Shnliche entsprechen, mögen /7x, so wie die beiden 
Functe, in denen sich die Linien g zn vieren schneiden 9 II genannt werden. 

Jede Linie g schneidat sich in einem Puncto II mit drei andern 
liinien g^ in einem Punct Pi mit einer vierten und in dem zweiten Punct 
Pt mit einer fOnften neuen Linie g; in den 4 Pnnct^n P^ mit 4 Paar 
Linien (y) und in den 4 Puncten IIi mit 4 Paar neuen Linien (/). 

Jede Linie y schneidet sich in einem Puncte /7i mit einer Linie g und 
einer andern Linie y; in jedem zweier Puncto iPm mit drei neuen Linien / 
nnd in einem Puncte P^ mit einer neuen Linie y und einer neuen Linie g. 

Biese Entwickluiigen, zusammengefafst, geben folgenden Satz. 

Lehrsatz 1. Wenn in einer Ebene zwei beliebige Gerade A, A^ und 
in jeder vier barmonische Puncte gegeben sind, iSO bestimmen die letztem, 
paarweise genommen, 16 Strahlen S; diese schneiden sich in 72 Puncten P. 
Diese 72 Puncto P lassen sich in drei Gruppen theilen. In der ersten 
Gruppe kommen 8 Puncte (Pi)^ in der zweiten 32 Puncte (P^) und in 
der dritten 32 Puncte (F,„) vor. Die Lage der Puncte (P,), (F„), (F|„) 
gegen einander ist folgende. Die 8 Puncte (P() und die 32 Puncto (Fu) 

29» 
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liegen zusammen auf acht geraden Linien (g) dergestalt, dafs jeder Punct 
(Pf) zweien Linien (g) gemeinschaftlich ist, jede Linie (g) aber 4 Puncte 
(^ii) eigenthümlich hat. Die acht Linien (g) schneiden sich ^u vieren in 
2 Puncten (/7). Die 32 Puncte Pm liegen zu zweien auf 64 Linien {y\ 
welche zu zweien sich in einem Puncte (Pnj schneiden. Die 64 Linien (/) 
schneiden sich überdies noch zu zweien in 32 neuen Puncten {ITj)^ welche 
zu vieren auf den acht Linien (g) enthalten sind. 

Wenn die Linien II, 112, III3, IV4 sich in einem Puncte schneiden, 
so erhalten wir folgenden Satz. 

Lehrsatz 2. In einer Ebene sind sechs gerade Linien gegeben, 
wovon zwei sich in einem Puncte und die vier übrigen, welche vier har- 
monische Strahlen sind, in einem zweiten gegebenen Puncte Q schneiden. 
Die sechs Linien schneiden sich aufserdem noch in 8 neuen Puncten, 
durch welche zwölf neue Linien (S) gelegt werden können. Die zwölf 
Linien {S) schneiden sich unter einander in 42 neuen Puncten (P) und die 
vier Harmonicalen in 24 neuen Puncten (77). Von den 42 Puncten (P) 
liegen 6 auf einer durch gehenden Linie (;^), 20 liegen zu vieren auf 5 
durch Q gehenden Linien {g) und 16 zu zweien auf 8 ebenfalls durch Q 
gehenden Linien (6). Diese 16^ Puncte mögen zum Unterschiede mit {p) 
bezeichnet werden. 

Unter den fünf Linien (g) giebt es zwei Linien gy und ^yi, von 
denen eine jede einen der Puncte P mit der Linie (y) gemein hat; femer 
zwei Linien gm und ^iv^ von denen eine jede zwei bestimmte Puncte P 
enthält, welche so zu einander liegen, dafs, wenn man sie durch zwei neue 
Linien yi und yu verbindet, tiiese beiden Linien sich auf der Linie (y) 
schneiden, und zwar in demselben Puncte, in welchem die fünfte der 
Linien (^), die Linie ^n, die Linie (y) schneidet. Dieser Punct möge mit 
(L) bezeichnet werden. Jede der beiden Linien yi und y^ enthält aufserdeiA 
noch vier Puncte aus der Reihe der 24 Puncte {II), Diese acht auf den 
Linien yi und y^ enthaltenen Puncte (/7) mögen zum Unterschiede mit flg 
und die noch übrigen 16 Puncte (77) mit (/7ji) bezeichnet werden. 

Die 16 Puncte /Zu liegen zu zweien auf acht geraden Linien {K\ 
welche sich zu zweien in 4 auf der Linie (y) liegenden neuen Puncten (a) 
schneiden. Jede der Linien (K) enthält aufser zweien Puncten 77|, noch 
einen bestimmten Punct /7i, und zwar, wenn zwei Linien {K) sich in 
einem Puncte (a) schneiden, so gehört der auf der einen liegende Punct /7t 
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der Linie /i, der aaf der andern liegende der Linie /n an. Jede der drei 
Linien (^n), (^y)^ (^vi) enthalt 4 solcher Puncte P, welche auf keiner der 
Linien (y)^ (^]), (^^n) wieder vorkommen. Eben so hat jede der beiden 
Linien (^m) nnd (^ly) zwei solche eigenthflmlichen Puncto P. Aehnlicher-^ 
weise enthält die Linie (y) vier solcher Puncte P, welche auf keiner 
der Linien (g) wiederkehren. Diese 20 Puncte (P), von denen keiner 
einer Linie (g) und {y) gemeinschaftlich ist, mögen mit (Pi) bezeichnet 
werden. 

Die 16 Puncte /Zu liegen zu zweien auf acht Geradeii ^n, welche 
sich zu zweien in den 4 Puncten P^ der Linie gu treffen. 

Die 16 Puncte (p) liegen zu zweien auf acht solchen Linien (ft), 
welche sich paarweise in den 4 Puncten Pi der Linie (y) treffen. 

Die 16 Puncte /Zu liegen aber auch, zu zweien auf solchen acht 
Geraden K^i und Kiv^ von denen vier (^m) sich zu zweien in, den 
2 PuQCten Pf der Linie ^m und die 4 andern (Kiy) zu zweien in den zwei 
Puncten Pi der Linie ^ly treffen. Aehnlicherweise liegen die 16 Puncte p 
zu zweien auf acht solchen Linien {K^) und (^2), dafs eine jede der vier 
Linien {Ki) durch einen der 4 Puncte 77, auf der Linie yi und jede der 
vier Linien (£2) durch einen der vier Puncte ZT] auf der Linie yn geht. 

Die 16 Puncte p lassen sich mit den 16 Puncten Hu paarweise zu 
sechszehn solchen Linien Ky und ^vi zusammenstellen, dafs die acht 
Linien Ky sich paarweise in den 4 Puncten Pj der Linie ^y, die acht 
Linien Kyi aber sich paarweise in den 4 Puncten P| der Linie ^v] schnei- 
den. Jede Linie Ky enthält also einen Punct {p)^ einen Punct (/Jn) und 
einen der 4 Puncte Pj auf der Linie ^y. Eben so enthält jede Linie {Ky) 
einen Punct (p), einen Punct (TJn) und einen der 4 Puncte Pi auf der 
Linie ^y,. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien (^) mit den Linien {Ku) 
giebt es 8 Puncte (aj) und (oj), von denen vier (a^) auf der Linie yi und 
die vier andern (a,) auf der Linie yn liegen, so dafs jeder der Puncte (ccj) 
im Durchschnitt der Linie yi mit einer der Linien (^) und einer der 
Linien (Ku) sich befindet, u. s. f. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien ^m mit den Linien Kiy 
giebt es vier Puncte (oy) und (ay,), von denen zwei: (av) auf der Linie gy 
und die beiden andern: (ayi) auf der Linie ^vi liegen. 
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Unter den Durchschnittspuncten der Linien Ki mit den Linien K2 giebt 
€S vier Puncte (au), welche auf der Linie ^n liegen. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien Ky mit den Linien £vi 
giebt es 8 Puncte («jn) und (a]v), von denen vier (am) auf der Linie gm 
und die vier andern (aiv) auf der Linie g^y liegen. 

Di# Form des Lehrsatzes 2. mit der Form des Lehrsatzes 1. zu 
vereinigen, mögen folgende Bemerkimgen dienen: 

Die Linien {gi)^ (^vn)? (^viii) des ersten Lehrsatzes entsprechen die 
Linien (y)^ (/i)» (^h) des zweiten Lehrsatzes. 

Die 32 Puncte Pm des ersten Lehrsatzes sind im zweiten Lehrsatze 
in zwei Gruppen getrennt, wovon die eine die 16 Puncte P^ die andere die 
16 Puncte /7„ enthält. 

Der Punct Q des zweiten Lehrsatzes vereinigt 4 Puncte P^ des ersten. 
Die andern 28 Puncte Pu des ersten Lehrsatzes sind enthalten in den 
20 Puncten Pi und den 8 Puncten /Zj. 

Der Punct Q des zweiten Lehrsatzes vereinigt in sich auch 4 Puncte 
77i des Lehrsatzes 1. 

Die übrigen 28 Puncte /7f des Lehrsatzes 1. sind folgende 28 Puncte 
im zweiten Lehrsatze: 



4 Puncte 


1 a 


auf der Linie y, 


4 - - 


«1 


- 


- 


- yi, 


4 - - 


«2 


- 


- 


- yii, 


4 - - 


«11 


- 


- 


fl'lM 


4 - - 


«III 


- 


- 


9in^ 


4 ^ - 


«IV 


- 


- 


fl^iv, 


2 - - 


(Zy 


- 


- 


- fl'v, 


2 - - 


«VI 


- 


- 


fl^VI- 



Von den beiden Puncten II des ersten Lehrsatzes wird im zweiten 
der eitte im Punct Q, der andere m Punct L wiederg^nden. 

Da für jeden Werth des Doppelschnittsverhiltnisses (1, 3, 2, 4) == 
(3, 1, 4, 2) == (2, 4, 1, 3) = (4, 2, 3, Ij bleibt, so ergeben sich, wenn 
(1, 3, 2, 4) irgend einen andern Werth als —1 bekommt, aber noch 
(1, 3, 2, 4) = (I, III, II, IV) behalten wird (nach Syst. Entw. d. Abh. 
u. s. w. S. 156), statt der Lehrsätze 1. und 2. folgende beiden: 

Lehrsatz 3. Wenn in einer Ebene zwei Gerade A und A^ und 
in jeder Geraden 4 Puncto, in der einen die Puncte 1, 2, 3, 4, in der an- 
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dem die Puncte I, U, LH, IV in solcher gegenseitigen Lage angenommen 
werden, dats die Doppelschnittsverhältnisse (1, 3, 2, 4) und (I, III, U, IV) 
gleich sind, so bestimmen die Puncto 1, 2, 3, 4 mit den Puncten I, II, III, IV 
16 Strahlen S, welche sich in 72 Puneten p schneiden. Von diesen 
72 Puncten p liegen 24 Puncte {pi) zu sechsen auf 4 Geraden (&), die 
übrigen 48: (pu) liegen zu zweien auf 48 Geraden (@), welche sich paar- 
weise in den 24 Puncten pi schneiden« Jeder Punct pn liegt demnach im 
Durchschnitt zweier Geraden {&). Diese 48 Geraden (@) schneiden sich 
aufeerdem zu dreien in 16 neuen Puncten (i7). Die 48 Pmicte jt^i liegen 
aber andi zn dreien auf 32 Linien (@r), so dafs jeder Punct p,i ebenMs kn 
Durchsohilltt sweier Linien {&i) sieh befindet. Auf jeder Linie (G) schneideii 
sich 4 Paur LiniM {&\) in 4 neuen P«neten (/7t)- Joder Ponot pi ist also 
im Durchschnitt einer Linie {G) und zweier Linien ($); jeder Punct j^it im^ 
Dnrehsdinitt zweier Linton {&) mit zweien Linien (®,); jeder Punoti /7 im 
DwchsckiiiU dreier Linien (@); jeder Pundt'iZi im Dufchsehnitt ^ner Läriet^O 
und zweier Linien (@i). ' ■ '^^ 

Lehrsatz 4. Wenn in einer Ebene 6 Linien gegeben sind, von 
denen 4 durch einen gegebenen Punct Q und die beiden andern A und Ai 
durch einen zweiten gegebenen Punot geben, so schneiden sich diese sechs 
Linien aufserdem noch in 8 neuen Puncten, von denen 4, welche durch 
die Ziffern 1, 2, 3, 4 unterschieden werden mögen, auf der Linie A und 
die vier andern, welche durch die Ziffern I, U, lU, IV bezeichnet werden 
mögen, auf der Linie Ai sich befinden. Diese 8 neuen Puncte lassen sich 
paarweise zu 12 neuen Linien S Verbinden. Die zwölf Linien S schneiden 
sMk mtereinainder in 42 neuen Puncten P und die vier durch ^ gehenden 
Linien in 24 neuen Puncten 77. 

Unter den 48 Puncten P liegen 6 Pnnete: (p) auf einer durch 
gehenden Geraden (;^), 12 Puncte (^) liegen zu vieren auf drei durch Q 
gehenden Linien {g). Die noch übrigen 24 Puncte P mögen in zwei 
Gruppen vertheilt werden, wovon in der einen 8 Puncto {P,), in der'ahderti 
16 Puncte {Pn) vorkommen. Die 8 Puncte Pi sind: 

(in 2. IV 3) (in 4. n3), 
(n3. 12) (Ui. m2), 

(I 2. IVl) (I 4. ni), 

i'»j (IV 1. m4) (IV 8. I 4), - - . ' ^ 

Die 16 Puncte Pn sind folgende: 
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(I 2. IUI) (I 3. III), 

(I 3. IVl) (I 4. mi), 

(III. IV2) (114. I 2), 

(113. IV 2) (114. III2), 

(HIl. HS) (ni2. I 3), 

(ini. IV3) (m4. I 3), 

(IVl. 114) (IV 2. I 4), 
, (IV 2. III 4) (IV 3. n4). 
Die 8 Pallete Pj liegen za zweien auf 4 dnrcli Q gehenden Linien 
{Ol) und die 16 Pnncte Pu liegen zu zweien aof 8 darcli Q gehenden 
Linien (Gu), und zwar liegen sowohl die Puncte P| als auch die Punete Pn 
in der Art paarweise auf den Linien 6i und Gn wie sie in der obigen 
Zusammenstellung gruppirt sind. 

Die 24 Puncte IT mögen ebenfalls in zwei Gruppen vertheilt werden, 
wovon in der einen 8 Pumpte (//i)« in der andern 16 Puncte (/Z,) vor-* 
kommen. Die 8 Puncte /7i sind: 



(1 1. 


114), 


(1 1. 


IV2), 


(n2. 


13), 


(U2. 


mi). 


(HI 3. 


U4), 


(TU 3. 


IV 2), 


(IV 4. 


13), 


(IV 4. 


TTTl). 



Die 6 Puncte (p) mögen endlich ebenfalls in zwei Gruppen verthMlt 
werden, so dafs in der einen zwei Puncte (^i), in der andern vier Puncte (P2) 
vorkommen. Die beiden Puncte (^1) sind: 

(13. mi), 

(n4. IV 2). 
Die 4 Pnncte (pt) sind: 

(12. ni), 

(14. IVl), 

(113. m2), 

(in4. IV3). 
Die 8 Puncte F| li^en zu zweien auf vier Geraden ^j, welche sich 
paarweise in den beiden Puncten ^1 schneiden. 
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Die 16 PuDCte Pix liegen zu zweien auf 8 Geraden ^n, welche sich 
paarweise in den 4 Puncten |)2 schneiden. 

Die 16 Puncte /J, liegen za zweien, aaf 8 Geraden ^i, welche sich 
paarweise in den 4 Puncten P einer der drei Linien (g) schneiden. 
Diese eine Linie möge zum Unterschiede mit (g^) bezeichnet werden und 
die beiden andern (g) mögen durch die Symbole ^2 und g^ unterschieden 
werden. Auf der Linie ^3 liegen folgende 4 Puncte (^): 

( 1 4. III 2), 

(113. IV 1), 

(13. IV 2), 

(114. IUI). 

Unter diesen vier Puncten mögen die beiden ersten mit (^), die 
beiden andern mit (^) bezeichnet werden. Aehnlicherweise mögen auf 
der Linie g^ unter den 4 Puncten ($) die beiden Puncte (13. 114) und 
(mi. IV 2) mit {%) und die beiden andern (12. III 4) und (III. IV 3) 
mit ($1) bezeichnet werden. 

Die 16 Puncte /Zj liegen zu zweien auf 8 Geraden (fj), welche sich 
paarweise so zusammenstellen lassen, dafs sich zwei Paare in den beiden 
Puncten (^2) der Linie g^ und die beiden andern Paare in den beiden 
Puncten (^2) der Linie g^ schneiden. Die vier ersten Linien t, mögen 
zum Unterschiede mit (t?,?)? die vier andern mit (!2^3) bezeichnet werden. 

Die 8 Puncte JI^ liegen zu zweien auf 8 Geraden fi, von denen zwei 
Paare sich in den beiden Puncten ^1 der Linie ^2 und die beiden andern 
Paare in den beiden Puncten ^ der Linie g^ schneiden, so dafs jeder 
Punct n^ im Durchschnitt zweier Linien t^ liegt. 

Unter den Durchschnittspuncten der 8 Linien ^i mit den 8 Linien 
ti giebt es 8 neue Puncte Mu , welche zu gleicher Zeit auf den 8 Linien 
Ku liegen, so dafs jede Linie Kjj den Durchschnitt einer Linie ^^ mit 
einer Linie fi enthält. 

Unter den Durchschnittspuncten der Linien {2,2 mit den Linien !2,3 
giebt es vier neue Puncte Jfi, welche zu gleicher Zeit auf den Linien Kj 
liegen, so dafs jede Linie Ki den Durchschnittspnnct einer Linie t^,? mit 
eiber Linie t,^ enthält. 

Die 16 Punkte IT^ liegen zu zweien auf 8 Geraden ((>), welche durch 
die 8 Puncte IT^ gehen, so dafs jede Gerade (q) einen Punct U^ und zwei 

Crelle'B Joaraal d. M. Bd. XIX. Hft. 3. 30 
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Puncto 772 enlbfilt. Die 8 Geraden q schneiden sicli zn zweien in 4 neuen 
Puncten a der Linie (y). 

Die 16 Puncte P^ liegen- zn zweien auf 8 Geraden R, welche durch 
die 8 Puncte JI^ gehen, so dafs jede Gerade R einen Pnnct iJ^ und zwei 
Puncte Pii enthftlt. Die 8 Geraden R schneiden sich zu zweien in 4 neuen 
Puncten Oi der Linie gi. 

Jeder Punct IT2 lAfet sich mit einem bestimmten Puncte Pn durch 
eine Gerade (r) verbinden, welche durch einen der Puncte Pj geht. Die 
16 Geraden (r) schneiden sich paarweise in 8 neuen Puncten (h und 03, 
wovon 4 Puncte (o^) auf der Linie ^2 und die vier andern a^ auf der 
Linie g^ liegen. 

Die Form des Lehrsatzes 4. mit der Form desjenigen 3. zu ver- 
einigen, mögen folgende Bemerkungen dienen : 

In dem Puncte Q sind 6 Puncte p, des Lehrsatzes 3. vereinigt; die 
noch flbrigen 18 Puncte pi sind enthalten in den 13 Puncten ($) und den 
6 Puncten (p). 

Die 48 Puncte pu des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten Lehr«» 
Satze enthalten in den 24 Puncten P und den 24 Puncten IT. 

Die 4 Geraden G des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten enthalten 
in den 3 Geraden g und der Geraden (/). 

Die 48 Geraden {&) des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten ent- 
halten in den 8 Linien (^j), den 8 Linien (!i), den 8 Linien (tj), den 
8 Linien (^n)) den 4 Linien (ATi) und den 12 Linien ((?). 

Der Punct Q des 4ten Lehrsatzes vereinigt in sich 4 Puncto /7 des 
3 ton Lehrsatzes. Die 12 fibrigen Puncte IT des dritten Lehrsatzes sind 
enthalten in den 8 Puncten ilfn und den 4 Puncten Mj. 

Die 32 Linien {&i) des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4 ton enthalten 
in den' 8 Geraden ((>}, den 8 Geraden (A) und den 16 Geraden (r). 

Die 16 Puncte ITi des 3ten Lehrsatzes sind nach dem 4ten enthalten 
in den 4 Puncten a and den 12 Puncten a. 

Einen Theii des 3 ton Lehrsatzes hat bereits Hr. Professor Plücker 
(gegenw. Journal Bd. 9. S. 411) ausgesprochen durch Folgendes: 

,,Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein um denselben beschriebraes 
Sechseck gegeben sind, so werden irgend zwei Seiten dieses Sechsecke 
von den vier flbrigen in 8 Puncten geschnitten. Die 8 Puncte lassen 
sich durch 12 neue gerade Linien mit einander verbinden. Diese 12 
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neue gerade Linien schneiden sich in 43 neuen Puncten. Von diesen 
42 Puncten liegen 6, nach einem allbekannten Satze, auf einer durch den 
Durchschnitt jener beiden Seiten gehenden geraden Linie; 12 liegen su 
vieren auf drei geraden Linien; 24 liegen, paarweise, auf solchen 12 ge- 
raden Linien, welche su dreien in den vier BerQbrungspuncten auf den 
vier übrigen Sechsecks->*Seiten sich scbneiden^^ 

In dem so ausgesprochenen Lehrsatze ist Folgendes zu Andern, 
nämlich : 

1. ^^Von den 42 Puncten liegen 6 auf einer durch den Durch* 
schnitt jener beiden Seiten gehenden geraden Linie>^ Diese gerade Linie 
(die Linie {^) des dritten Lehrsatzes) ist die Polare des „Durchschnitts 
jener beiden Seltenes in Bezug auf den gegebnen Kegelschnitt und kann 
nicht durch ihren eignen Pol gehn. 

2. „24 Puncte liegen paarweise auf solchen 12 geraden Linien 
«. s. w.^^ Diese 12 geraden Linien gehören zu den 48 Linien ((B) des 
3ten Lehrsatzes; es ist aber nicht möglich, dafs einer der Puncte 77 auf 
einer der Linien 11, n2, III 3, IV 4 liege. 

Einen Theil des 4ten Lehrsatzes hat Herr Professor Plücker 
(gegenw. Journal Bd. 11. S. 26] ausgesprochen durch Folgendes: 

„Wenn 6 gerade Linien gegeben sind, von welchen 4 durch einen 
gegebenen Punct P und die beiden fibrigen durch einen zweiten gegebenen 
Ponct Q gehen, so schneiden sich diese geraden Linien aufserdem noch 
in 8 Poncten. Diese 8 Puncte lassen sich durch 12 neoe gerade Linien 
verbinden und diese 12 gerade LinieB schneiden sich in 42 neuen Puncten. 
Von diesen 42 Puncten liegen 6 auf einer mid derselben geraden Linie, die 
durch den Pnnct Q geht; 12 dieser Puncte liegen zu vieren auf 3 und 20 
n zweien anf 12 geraden Linien, die alle durch den Pnnd P geben.^ 



Beweis der von Herrn Professor Steiner No. 24. ODd tb. 
ia HL BaDde S. tVt dieses Journals ao%estellteD Lehrsitze* 

Lehrsatz 24. Schneidet man die drei Diagonalen AB^ CD, EP 
fmtB iresebenen vollatindigen Vierecks, gebildet dnrch die vier Geraden 
ÄE, AF, ED, CP (Bd. IIL Taf. IL Fig. 10.), ntt irgeod einer Gerade« 
mee (oder bäf) in den PmicteB a, e, e (oder b, d, f), and beitiMnt 

30» 
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hierauf in jeder Diagonale den entsprechenden harmonischen Punct b, d, f 
(oder a^ c, e) d. h. so, dafs z. B. AaiaB = Ab:Bb, so liegen diese 
drei neuen Puncto allemal in irgend einer Geraden bdf (oder ace)\ und 
ferner: dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct P^ 
so bewegt sich die zugehörige (harmonische) Gerade bdf so, dafs sie be- 
ständig irgend einen bestimmten Kegelschnitt berührt, der zugleich von 
den drei Diagonalen AB, CD, EF berührt wird; und auch umgekehrt. 

Beweis. (Siehe Band III. Taf. IL Fig. 10.) Der Punct b sei 
der zugeordnete harmonische Punct zu a in Bezug auf A und B; eben so 
d der zugeordnete harmonische Punct zu c in Bezug auf C und D. Die 
Linie bd schneide die Diagonale EF im Puncto f. Es soll nun bewiesen 
werden, dafs f der dem e zugeordnete harmonische Punct in Bezug auf 
E und F ist. Die Linie ace treffe die Linie bfd im Puncto M; man 
ziehe die 6 Strahlen ME, MC, MB, MA, MD, MF; so bilden diese be- 
kanntlich eine Involution von 6 Geraden. Herr Prof. Plücker (Analyt. 
geometr. Entwicklungen Tbl. 2. S. 185) giebt folgende Erklärung: 

„Drei Paare von geraden Linien, von denen jedes Paar mit zwei ge- 
gebenen geraden Linien vier Harmonicalen bildet, bilden unter sich 
eine Involution von sechs geraden Linien.^^ 
Da nun MA und MB ein zugeordnetes Paar harmonischer Strahlen 
zu Ma und Mb und eben so MC und MD ein Paar zugeordneter har- 
monischer Strahlen zu Ma und Mb ist, so mufs auch ME und MF ein 
Paar zugeordneter harmonischer Strahlen zu Ma und Mb sein. 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, denke man sich 
die Puncto, in denen die Gerade Peca in ihren verschiedenen Lagen die 
drei Diagonalen trifft, unterschieden durch (e', d, a'), {e", c", o") ...., 
so dafs die Puncto e, e*, e" .... einer Diagonale angehören. Da be- 
wiesen' ist, dafs die Puncto b, f, d in einer Geraden liegen, und eben so 
die Puncto V, f , d' in einer neuen Geraden^ und da offenbar (System. 
Entw. d. Abhäng. S. 38) die Geraden EF, CD, BA in den Puncten 
e, e*, e' . . . . , c, d, c" . . . . , a, d, a" .... projectivisch geschnitten wer- 
den, so braucht nur bewiesen zu werden, dafs die beiden Reihen von 
Puncten E, e, e, e" .... und F, f, f, /"' .... als die entsprechenden 
Puncto zweier projectivischen, ungleichliegenden Geraden zu betrachten sind, 
welche dergestalt auf einander gelegt sind, dass in E und F zwei Paare 
entsprechende Puncto vereinigt gedacht werden. Man bezeichne mit m 
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die Mitte zwischen E und F, so kann m betrachtet werden als derjenige 
Punct der Geraden , deren Puncte E^ e^ e', e" .... sind , welcher dem 
unendlich entfernten Puncte der Geraden, deren Puncte F, f, A T' • • * * 
sind, in der projecti vischen Beziehung der beiden Geraden zu einander 
entspricht. Aehnlicherweise kann m betrachtet werden als derjenige Punct 
der Geraden {F^ f, /", /"' ....), welcher dem unendlich entfernten Puncte 
der Geraden (£, e. e', e" ... .) entspricht. Nun ist klar, dafs {mFf == 
{mE)^ = me.mf=me'.mf ^me".mf" w. z. b. w. 

Lehrsatz 25. Ein vollständiges Viereck von vier Puncten A, B, 
C, D (Fig. 11.) hat drei Paare gegenüber liegende Seiten (oder Diagonalen) 
AB und CD, AC und DB, AD und CB, die einander respective in den 
Puncten a, b, c schneiden. Zieht man aus irgend einem Puncte p nach 
jenen Puncten a, b, c die Geraden pa, pb, pc und bestimmt hierauf bei 
jedem Puncte {a, b, c) die entsprechende vierte harmonische Gerade aq, 
bq, cq, d. h. eine solche Gerade, dafs die durch denselben Punct gehenden 
vier Geraden (z. B. aA, ap, aD, aq) ein harmonisches System bilden 
(d. h. dafs sie jede Gerade, welche sie schneiden, harmonisch theilen): so 
treffen diese drei Geraden aq, bq, cq einander allemal in irgend einem 
Puncte q; und ferner: bewegt sich der Punct p in irgend einer Geraden, 
so beschreibt der Punct q irgend einen Kegelschnitt, der allemal durch 
die drei Puncte a, b, c geht; und auch umgekehrt. 

Beweis. (Siehe Band III. Taf. IL Fig. ll.j Aehnlicherweise wie 
beim 24sten Lehrsatze kann bewiesen werden, dafs, wenn cq der dem cp 
zugeordnete harmonische Strahl in Bezug auf cB und cA, und bq der dem 
bp zugeordnete harmonische Strahl in Bezug auf bC und bD ist und man 
durch p und q eine Gerade (iüf) legt, dafs dann diese Gerade (M) (welche 
die 6 Geraden cB, cA, bC, bD, aA, aD in 6 solchen Puncten schneidet, 
welche eine Involution von 6 Puncten bilden) von den Strahlen aA und 
aD in zwei Puncten geschnitten wird, welche zwei zugeordnete harmonische 
Puncte zu den Puncten p und q sind. 

Ebenfalls auf ähnliche Art wie zu Lehrsatz 24. kann gezeigt werden, 
dafs, wenn p auf einer Geraden fortrückt und in seinen verschiedenen 
Positionen mit p', p'* .... und der dem p entsprechende Punct q mit 
q', q" .... bezeichnet wird, die beiden Gruppen von Strahlen aA, ap, 
ap', ap' .... und aD, aq, aq', aq" .... als die entsprechenden Strahlen 
zweier projectivisch ungleichliegender Strahlbüschel betrachtet werden kön- 
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nen, welche dergestalt auf einander gelegt sind, dafs in den Strahlen aA 

und aD zwei Paar entsprechende Strahlen zusammenfallen. 

Anmerkung. Die Punctenpaare e und ^ e' und f', e" und /"' seien 

drei Paare zugeordneter harmonischer Puncto zu zwei gegebenen Puncten E 

und F, so ist 

11 1.1 



Ee' ' 


Ef 


e'f- 


Ee.Ef 
Ee'.Ef 


dd' 


Etf.Ed' 



Ee • Ef 

Hieraus folgt 

ee' _ Ee.Ee' 

ff " Ef.Ef ' 

Aehnlicherweise ergiebt sich: 

ee^' _ Ee.Ee" ef' _ Ee.Ef e'^' __ Ee\E^' ef ^ Ee\Ef 

ff "" Ef.Ef ' eTf ~ Ee'^.Ef ' ff "" Ef.Ef ' c"f "" Ee^'.Ef ' 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich die Uebereinstimmung der Erklärung 
des Herrn Professor Plücker (Analyt. geom. Entw. Tbl. 2. S. 185) mit 
der gewöhnlichen Definition einer Involution von 6 Puncten. 

Insbesondere beweisen diese Gleichungen die Richtigkeit der von 
Herrn Chasles (Aperfu histarique sur Forigine et le d^eloppement des 
methodes en giometrie p. 318) gegebenen Erklärung: 

yySix pointSy qui sont conjugues deux ä deux, sont en ineolution, 
quand quatre d^entre eux ont leur rapport enharmonique egal ä celtri 
de leurs conJuguSs.^ 

Ein Viereck, dessen gegenüberstehende Seiten A und Ä, B und ff sind, 
sei in einen Kegelschnitt eingeschrieben. Irgend eine Transversale, welche 
den Kegelschnitt in den Puncten c und c' trifft, treffe die Seiten des Vierecks 
in den Puncten a und a\ b und b' (d. h. die Seite A im Puncto a u. s. f.). 
Denkt man sich (nach System. Entw. d. Abb. etc. S. 139) den Kegelschnitt 
durch zwei projectivische ebene Strahibflschel, deren Mittelpuncte im Durch- 
schnitt von A und j?' und von Ä und B sind, erzeugt, so folgt 

ac a& __ hc hd 

Auf diesem Wege wird, gemäfs der Erklärung des Herrn Chasles, mit 
Hälfe projectivischer Eigenschaften der bekannte Satz von Desargues be- 
wiesen: (Poncelet Tratte etc. p. 95) 

^Un quadrilatire etaut inscrit ä une section conique quelconque, toute 
transversale determine, par ses mtersections aeec la courbe et les cötes 
du quadrilat^e, six points qui sont en ineolution.^ 
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11. 

Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzehi 

einer Gleichung. Allgemeine 8Atze über Congruenzen 

nebst einigen Anwendungen derselben. 

(Von Herrn Theodor Sehönemami zu Berlin.) 



§. 1. 

J^ehnsatz. Bezeichnet a irgend eine ganze ^ahl, und b^^ b^^ b^^ ... 
... 6a-i di^ kleinsten Reste, weiche die Zahlen 06^ 16^ 2b^ .... {a—\)b 
durch a getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden 
sein, wenn b keinen gemeinschaftlichen Theiler mit a hat; denn wären 
irgend zwei jener Zahlen, deren Indices v und fi sein mögen, gleich, also 
by=b^, so mtlfste vb—fib =^ biv—fi) durch a aufgehen, weiches offen- 
bar nicht möglich ist, da 6 zu a relative Primzahl ist, und v—fi kleiner 
als o ist und nicht sein kann, da v von fi verschieden ist. Da also 
sämmtliche Reste 6^, 6i, 629 •••• .^a-i von einander verschieden sind, und 
es nur die a verschiedenen Reste 0, 1, 2, .... a— 1 giebt, so folgt, dafs 
jene Zahlen mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung äbereinstimmen 
werden. Hätte nun aber b mit a einen gemeinschafUiehen Theiler, und 
bezeichnet man den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler beider Zahlen durch 

h h h h 

J, SO werden die Reste der Zahlen 0--^-, l*-*-^ '^'T' ' '' ^~^'T 
wieder mit den Resten 0, 1, 2, .... a—1 Obereinstimmen. Denkt man 
sich diese Zahlen aber als Reste nach dem Divisor -j, so ist klar, dafs 

die Reste der Zahlen 0--y, l'-j-^ (t"~^)t ™*^ ^®° Zahlen 0, 1, 

2, .... -y— 1 übereinstimmen und dafs diese Zahlen in den Resten der 
Zahlen 0--^, l'-y^ ^•"T' '•' ^""^'T^ ^ ™**^ enthalten sein werden. 

§. 3. 
Betrachtet man jetzt die Gleichung x""—! = und bezeichnet 
eine primitive Wurzel derselben durch a, so kann man bekanntiich die 
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sämmllichen Wurzeln jener Gleichung durch a", a}, a^, .... «"""^ dar- 
stellen. Die 6ten Potenzen dieser Wurzeln werden folglich durch a^*\ 
a^*, .... a""^-* dargestellt. Hat nun b mit a den gröfsten gemein- 
schaftlichen Theiler d, so kann man jene Ausdrücke auch so schreiben: 

{a^)'^, (a^) ^, («^) ^, •••. (tt^)"^ ^. Nun wird aber a^ selbst eine 
primitive Wurzel der Gleichung a;^— 1 = sein, und die Zahlen 0«-^, 

h h n. 

l'-y, .... fl— 1--^ werden, durch -y getheilt, S mal die Reste 0, 1, 2, . . . 
• •• -y — 1 erzeugen: also werden die Ausdrücke {cl^)^, {^^)^9 

2— -1- 

{a^)'^y .... (a^) ^, <y mal die sflmmtlichen Wurzeln der Gleichung 

a 

or^— 1 = enthalten. Die Gleichung fflr die 6 ton Potenzen der Wurzeln 

der Gleichung af—l = Ü wird also unter der Form Kx^—i) =0 auf- 
treten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden folglich ganze positive 
oder negative Zahlen, oder sein. Ich behaupte nun, dafs jede symme- 
trische Function der Ausdrücke a^, a}y .... aP~^ sich als ganze Function 
solcher Coefficienten , folglich als ganze positive oder negative Zahl oder 
auch als wird darstellen lassen. 

Um jedes Mifsverständnifs zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich 
hier und fflr die Folge unter einer ganzen Function gegebener Ausdrflcke 
eine ganze in ganzen Zahlen ausgedrflckte rationale Function dieser Aus- 
drflcke verstehe. 

Bevor wir nun zu dem aligemeinen Schlufs flbergehen, auf dem 
unsere Aussage beruht, wollen wir eine allgemeine Bezeichnung fflr sym- 
metrische Functionen gegebener Elemente einfahren. 

Eine symmetrische Function von m Elementen, die aus lauter ein- 
zelnen Producten zusammengesetzt ist, in denen n verschiedene Elemente 
vorkommen, von denen das erste in die cf, das zweite in die c^% .... 
das n^ in die c^ Potenz erhoben ist (und jede symmetrische ganze Function 
ist bekanntlich ein Aggregat solcher Functionen), bezeichnen wir durch 
[Ci C2 cj ; so dafs also z. B. fflr die Elemente a, ß, y^ 8 die symme- 
trische Function aßf^aßS'-^ay(!l'-\-aYS'^-a8ß'^a8f-^ßyc?\ßYS' 
+ ßda'+ßdf + yda^-\-ydß' durch [1, 1, 2] dargestellt wird. Fallen jene 
f» Elemente mit den a Ausdrflcken a^\ a}^ .... a"*"^ zusammen , so wird 
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sich der Coefficient von xf'" in der Entwicklung von \x*—\) durch 
(— 1)"[6, 6, .... 6,] darstellen lassen, wo 6 = 6, = 6j = ..-. = 6, ist. Dies 

folgt unmittelhar ans der Identität der beiden - Ausdrflcke Kx^— 1 ) und 
{x - a"-») («-«*•»)(«-«")....(«- ot»-')»). 

Der ohen ausgesprochene Satz wird nun auch in dem allgemeineren 
und wichtigeren Satze enthalten sein, dafs sich jede symmetrische Function 

\ciCi c,] als ganze Function anderer symmetrischer Functionen , die 

durch lauter gleiche, in Klammern eingeschlossene Zahlen angedeutet werden, 
ausdrücken läfst. Von diesem Satze möge man sich erst an einigen, leicht 
zu verfolgenden Beispielen fiberzeugen, nemlich: 

1 ) [8, 5, 3] = [8] [5] [3] - [13, 3] - [1 1 , 5] - [8, 8]. Es ist aber 
[13, 3] = [13] [3] -[16] und [11, 5] = [11][5]-[16], folglich 

[8,5,3] = [8][5][3]-[8,8]-[13][3]-[111[5]+2[16]. 

2) [8,8,3] = [8,8][3]-[ll,8]; ^11,8] = [11][8]-[19], also 

[8,8,3] = [8,8][3]-[ll][8]+[19]. 

3) [8,8,3,3] = [8,8][3,3]-[ll,8,3]-[ll,ll]; [11,8,3] = 
[Il][8][3]-[19,3]-[14,8]-[11,11]; [19,3] = [19][3]-[22]; [14,8] = 
[14] [8] -[22], folglich 

[8,8,3,3] = [8,8][3,3]-[Il][8][3] + [19][3]+[l4][8]-2[22]. 
Betrachten wir nun die allgemeine symmetrische Function [ciC2....c»], 
welche von der Beschaffenheit sein mag, dafs von den Zahlen c^, Cj, .... c. 
eine Anzahl fi gleich a^, eine zweite Anzahl v gleich ß^^ eine dritte An- 
zahl if gleich Yi etc. wird. Setzt man «i = 02 =• «3 = •••• = «^^ 

ß^ z=z ß^ z= = ß^^ ^j = y, = = /e ""^ bildet das Product 

[«j «2 . . . . a^] [/?i /^j — ßy] \yiYi — yj etc. , so wird dies offenbar aus 

[CiCs cj und anderen symmetrischen Functionen bestehen, deren 

einzelne Summanden jedoch nur eine geringere Anzahl von Elementen 
enthalten kann als n andeutet. (Wesentlich ist es auch, hierbei zu bemerken, 
dafs [Cx Ol .... cj nur einmal in diesem Product als Summand vor- 
kommen kann.) Wir erhalten demnach [«lO^ ^^[ßiß^ ßy][yiT2 yj 

= [ci C2 c^] + JS^ wo JS* ein Aggregat einfacher symmetrischer Functionen 

bezeichnet, in deren einzelnen Summanden weniger als n verschiedene 
Elemente auftreten. Demnach ist 

[C1C2....C«] = [«i«?....«/,] [/5i/?2..../?J[7iy2...-yJ— ^; 

und da man jede einzelne Function, die in S enthalten ist, wieder fthn- 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 3. 31 
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lieh wie [ci c^ — cj transformiren kann, so ist klar, dafs [ci c, cj zu- 
letzt als Aggregat von Producten hervorgehen mufs, deren jedes aus sym- 
metrischen Functionen besteht, die durch gleiche eingeklammerte Zahlen 
angedeutet werden. 

Setzt man nun die Wurzeln der Gleichung x"*— 1=0 als Elemente 
der symmetrischen Functionen, so werden die, durch lauter gleiche in 
Klammern eingeschlossene Zahlen angedeuteten Functionen mit den posi- 
tiven oder negativen Coefficienten der Gleichungen Tflr die ganzen Potenzen 
der Wurzeln der Gleichung af — 1 = übereinstimmen, folglich nach 
dem Vorhergehenden ganze Zahlen sein; und da sich femer jede ganze 
symmetrische Function jener Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen 
entwickeln iäfst, so folgt, dafs diese Function selbst durch ganze Zahlen 
oder werde darstellbar sein. 

§. 3. 

Aufgabe. Wenn eine Gleichung vom nten Grade a?* + aia:*~* 
+ a2aj""^+'"« + a, = vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen, welche 
die pien Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als Wurzeln 
enthält; vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive Zahl. 

Gesetzt es wftren 6i, 629 • • • • A,» die Wurzeln der vorliegenden 

Gleichung , also a:*+ Oi 0?*"*+ (h a5*~'H \-a^ = (a: — 61) (o? — 62) • • • (a^ — K)^ 

so erhielt man die verlangte Gleichung, indem man das Product 

{af—b'i){af''bi) (iKf—b^) entwickelte, dies gleich setzte und für af 

irgend eine andere Unbekannte z einführte. BelKeicbnet nun a eine 
primitive Wurzel der Gleichung af—i = 0, so ist bekanntlich af—h^ = 
{x — b)[x—ba){x—ba})....[x—bo^^). Werden auf diese Weise sämmt- 
liche Factoren zerlegt, so gehl das Product (a?^— 6fj (a^— 6f) .... (a^— äJ) 
in folgendes über: 

(a?— 61) (a?— 62) (^— W •••• (^-**ii)- 
[x—bio) (a?—62«) {x—b^d) ....(x— 6,«). 

(a:— 6ia^)(a?— 62«')(^~"*3«^) — (^— ^n«^)- 

{x-b^a^^){x-ht€^^){x-h^a^^) .... {x-b^oT^ 

Jedes der p Producte, die in einer Horizontalreihe enthalten sind, kann 
man leicht durch die ursprüngliche Gleichung und durch tt darstellen. Man 
erhilt dann das obige Product durch 
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ausgedrückt. 

Betrachten wir nun den Coefficienten irgend einer gten Potenz von 
x^ so besteht dieser offenbar aus einer Summe von Gliedern, deren jedes 
einzelne ein Product aus den verschiedenen Coefficienten der ersten Glei- 
chung ist, die keiner andern Beziehung unterworfen sind, als dafs die 
Summe ihrer Indices gleich pn—q ist, und aus einer symmetrischen 
Function der Ausdrücke I, a, a% .... a^''^ welche wir im folgenden §. 
näher untersuchen wollen. Hier bemerken wir nur, dafs diese symme- 
trische Functionen sich nach §. 2. werden durch ganze Zahlen darstellen 
lassen, und dafs der Coefficient von x^ verschwinden müsse, wenn q nicht 

durch p aufgeht; denn in der Entwicklung von {x^— b^^) {x^— b^) (x^—b^) 

kommen nur Potenzen von x vor, deren Exponenten Vielfache von p sind. 
Bezeichnen wir nun die Coefficienten für die j^ten Potenzen der Wurzeln 
der ursprünglichen Gleichung durch a^p, a^p^ (hp, • • • o^^,, so folgt, dafs 
dieselben ganze Functionen der Coefficienten der ursprünglichen Gleichung 
sein werden. Aus §. 2. folgt noch, dafs sich jede symmetrische Function 
der Wurzeln der ursprünglichen Gleichung als ganze Function der Gröfsen 
Gip, (hp9 ' ' ^np (wo p verschiedene ganze Zahlen bedeuten kann) aus- 
drücken läfst; daher folgt, in Verbindung mit dem Vorhergehenden: 

dafs sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln einer Glei- 
chung als ganze Function der Coefficienten dieser Gleichung aus- 
drücken läfst. 

Zusatz. Bedeuten ai, Oa, a^ ganze Zahlen^, oder 0, so werden 

sich auch Oi^, a2py .... a^ durch ganze Zahlen oder ausdrücken lassen. 
Diesen Satz hat Qaufs in den Diaq. Arithm. §. 338. ohne Beweis ange- 
merkt. Wir können noch hinzufügen, dafs sich dann jede symmetrische 
ganze Function der Wurzeln der Gleichung durch eine ganze Zahl oder 
darstellen läfst. 

§.4. 
Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung des Coeffteienten irgend 
einer qien Potenz von x in der Entwicklung des Products 

31* 
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(x*+fli« sf-^+iha^ Jr'-^H ha.«"). 

(a!*+ a^a^af + a^ a'" a?^*H- • r • • + a, a'*). 

Dieser besteht aus einer Somme von Gliedern, deren jedes ein Prodact 
ans den verschiedenen Coefficienten der ersten Gleichnng ist, moltiplicirt 
in eine symmetrische Function der Ausdrücke d^, a}, a^, .... a^\ Stellen 
wir nun das Product der Coefficienten durch 0^,00, a^, — aj. ^ dar, wo 

also Cii)-\'ai + a2'\ o^-i = P^—q ist und alle Zahlen o kleiner als n, 

aber positiv oder sind, (o^ bedeutet den Coefficienten von x^ also 1): 
80 können wir die symmetrische Function von af\ a}, .... a*^^, die in 
jenen Ausdruck noch multiplicirt werden mufs, durch 

ausdrücken. Die Summe wird hervorgebracht, wenn man alle mögliche 
Vertauschungen unter den Zahlen o^, Ui, .... 0,^1 machte während die 
Zahlen 0, 1, 2, . . . . p — 1 ungeändert bleiben, jedoch so, dafs die Ver- 
tauschungen der gleichen Elemente a unter einander, indem die übrigen 
ungeändert bleiben, nur für eine zählen, und dafs man dann sämmtliche 
Potenzen von a, die auf diese Weise hervorgebracht werden, addirt. Dies 
folgt aus der Bildungsweise eines Products. Da nun in der Entwicklung 
des obigen Products der Coefficient einer qien Potenz von x durch 

Oo+ai+OiH Op-i = pn—q 

dargestellt wird, und verschwinden mufs, wenn a(,+ai + a2 + «*- + ap_i 
nicht mit p aufgeht, die Gröfsen Oo,, a«,, a«,, .... a^ ^ mögen be- 
schaffen sein wie sie wollen: so folgt hieraus der für die folgende Unter- 
suchung wichtige Satz, dafs :s*a"*«+^*»"*"-*"^"p-i selbst sein werde, wenn 

öü+öiH Op-i nicht mit p aufgeht. (Auf anderem Wege hat schon 

Meier Hirsch diesen Satz im §. 95. seiner Sammlung von Aufgaben aus 
der Theorie der algebraischen Gleichungen, Berlin, 1809, bewiesen.) 

Wenden wir uns nun zur Bestimmung von ^a*^+^««+'«-+-^-^V-i 

für den Fall, wo aü+ai + a2+ hOp-i mit p aufgeht. Ich bemerke 

zuerst, dafs man diese Summe auch bilden könne, indem man alle mög- 
lichen Vertauscbungen unter den Elementen a<), ai, .... Op.i vomimBit, 
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SO als wenn alle diese Zahlen a unter einander verschieden wären, und 

hernach die erhaltene Zahl durch 1.2.3 ^.1.2.3 i^.l.2.3 q etc. 

dividirt, wo /ti, v, q etc. bezeichnen, wie viele von den Elementen a als 
unter einander gleich zu achten sind. Denn es ist offenbar, dafs durch 
die obige Annahme, alle Elemente wären ungleich, statt j^des einzelnen 

Ausdruckes 1.2.3..../i.l.2.3....v.1 .2.3 q etc. gleiche Ausdrücke gesetzt 

worden sind. 

Wir werden also im Folgenden unter ^«^^+^*'+"*" "p-i die- 
jenige Summe verstehen, in der bei der Bildung auf die Gleichheit mehrerer 
Elemente a keine Rücksicht genommen worden ist; wir haben mithin, um 
auf die frühere Bedeutung des Ausdruckes zurückzukommen, den erhaltenen 

Ausdruck durch 1.2 fiA.2 v.\.2 — q etc. zu dividiren. Kommen 

nun unter den Zahlen cto, Ui, 02, •••• cip.i, p — n Zahlen vor, die mit 
p aufgehen, und bezeichnen wir die übrigen durch Ui, 02, •... 0«^ so 
wird ^a"««+^-'+-'-^«P-i = 1.2.3....ii:2'a^'''^^'^^-^^" werden, so dass 
man den Ausdruck auf der rechten Seite erhält, wenn man sammtliche 
Zahlen 0, 1, 2, ....p~l zu n combinirt, dann permutirt und 
sie an die Stelle der ^ setzt. Denn es ist klar, dafs man auch 
^^jja„+ia,+2a,+.^p-i.ap_i erhallen werde, wenn man die Zahlen o«, Oi, 

Oa, .... Op.1 als fest betrachtet und die Zahlen 0, 1, 2, .... p — 1 per- 
mutirt, da durch beide Operationen derselbe Effect erreicht wird, nämlich 
alle die Verbindungen aufzustellen, die man erhält, wenn man immer 

eine der Zahlen Ou, Oi, O^^i mit einer der Zahlen 0, 1, /»— 1 

verbindet. Dafs die zweite Bildungsweise aber auf den Ausdruck 1.2.3... 

...n-S"«^*"'"*^^*"'^^ "** führt, ist einleuchtend, und zugleich auch hieraus, 
dafs in jedem einzelnen Ausdrucke a '"' '^'"^ ""^^" alle Zahlen ^ verschieden 
sein müssen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt nun, dafs ^a^'^»+^»^+-+««"n 

sein werde, wenn Oi+Oa+o^H ho« nicht mit p aufgeht. Geht 

üi+Ci2 + *-"* + o„ mit p auf, so sei O1 + O2-I — - + 0« = mp, oder 
0^ = mp — Ui— O2 0^1, folglich 

%Ät — ~ ex ■ 

Bezeichnen wir nun fi— ^^ durch äi, ?2 — In durch «2^ Ih-i — 1, 

durch ««_i, so wird keine der Zahlen z mit p aufgehen können, weil 
sammtliche Zahlen | kleiner als p und unter einander verschieden sind. 
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Aus dem letzten Grunde werden auch sämmtliche Zahlen js unter einander 
verschieden sein; denn wäre ä^ — ä^ = 0, so wäre auch |„— ^^=0. Liegt 
nun irgend ein Ausdruck aiSi + (i2^7+-*"Ci«.i«»-.i vor, wo die Zahl^i s 
alle unter einander verschieden und der Reihe 1, 2, .... p— 1 entnomonen 
sind, so kann man aus solchem Ausdrucke p verschiedene AusdrQcke von 

der Form liai + ^2 02H l-§«a« bilden, für welche sich die Werthe von 

f aus den unbestimmten Gleichungen 

*l = ?i» Sit Ä2 = §» §2, A3 = Sn — b3 9 .... Ä„_i = $„ bn-\ 

ergeben, die offenbar p Systeme von Lösungen haben, welche man er- 
hält, wenn man statt ^. der Reihe nach 0, 1, 2, . . . . p— 1 setzt. Es 
braucht kaum erwähnt zu werden, dafs man fOr die Werthe von ^, 
die hiernach einen negativen Werth erhalten, die positiven Zahlen setzen 
kann, welche man erhält, wenn man zu ihnen p addirt. Ferner ist klar^ 
dafs aus zwei verschiedenen Ausdrücken in z durchaus auch verschiedene 
Ausdrücke in ^ entstehen müssen. Woraus denn folgt, dafs man ans 
sämmtlichen Ausdrücken aiai + a2Ä2+-*" + ci«_i««-i nach obiger Weise 
sämmtliche Ausdrücke 01^1 + 02^2^ f-Cl„f„ einfach bilden kann. Hier- 
aus schliefsen wir nun, dafs ^«^'"'+^«^+-5-^« = ^ ^5.^1«,+^+ -.-lo».., ^^^^ 

werde. Denn damit die durch z ausgedrückte Snmme in die durch | 
ausgedrückte übergehe, mufs jeder Ausdruck in ihr mit p vervielfacht 
werden. Die Aufgabe besteht also jetzt darin, js'a'^*«+'^+-'— 1"— 1 zu 
entwickeln; wo für z nur die Werthe 1, 2, 3, .... p—X eintreten 
dürfen. Um dies auszuführen, wollen wir im Allgemeinen die Summe 
^^U-f&«,+ ..l^a^ durch C„, nnd die Summe jS'a-"'"''^'^-^-'- durch Cl be- 
zeichnen; wir bezeichnen ferner die Summe der Ausdrücke, die man 
erhält, wenn man in C^ der Reihe nach eine der Gröfsen a verschwinden 
läfst, durch SC^^i^ die Summe der Ausdrücke, die man erhält, wenn man 
je zwei Gröfsen a in C^ verschwinden lässt, durch SC^.29 und allgemein 
die Summe der Ausdrücke, die man erhält, wenn man in C^ je n Gröfsen 
a verschwinden lässt, durch SC^_^. Eben so bezeichnen wir die Summe 
der Ausdrücke, die man erhält, wenn man je n Zahlen a in Cl, ver- 
schwinden läfst, durch jSC^^. So ist z. B. 

SCJ^i = ^a*»*'+'«*«+JS'a'»*»+*«^ + JS'a'»^"^'«^' und 
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Zuerst findet man nun leicht ans der Bedeutung der Ausdrücke 
Cln = C^—SC„^_i. SC^^i besteht aber aus m einzelnen Ausdrücken von der 
Form 'C^_i, wo durch den Index links angedeutet werden soll, dafs eine 
bestimmte Zahl a, unter denen ai, a2 9 .... 0.9 in C„, gleich gesetzt sei. 
Man findet aber wie vorher 'Cl^i = 'C^i-S'C1^2. Es besteht aber S'C^_2 
aus m—i Ausdrücken. Läfst man diesen Ausdruck jS'C^,.2 aus Ci auf 
f» fache Weise entstehen, indem man nämlich der Reihe nach Ui, dann a^ etc. 
gleich setzt, und addirt diese sämmtlichen m.m—1 Ausdrücke, so ist klar, 
dafs in jedem einzelnen Ausdrucke zwei Zahlen a fehlen und dafs ferner diese 
Ausdrücke zusammen in Bezug auf die Gröfsen a symmetrisch sind. Hier- 
aus schliefst man, dafs jene m.m—1 Ausdrücke ein Vielfaches von /SfC^_i 

sein müssen, und man findet leicht, da SCL-2 nur aus — '-^ Ausdrücken 

besteht, dafs die Summe jener m.m—1 Ausdrücke 2SC^2 ist. Setzt 
man nun die Gleichung '(^.i = 'C^_i — S'Ci^j auf alle mögliche Weise 
zusammen, indem man 'C„,_i aus C'„^ auf alle Arten entstehen läfst, und 
addirt diese Ausdrücke sfimmtlich, so wird man offenbar SC„^i = 

SC„,_i - 1 . 2SC_2 erhalten. 

Betrachten wir nun im Allgemeinen SC'„^^^, so wird dies aus 

m.m — l.fTi — 2....f7} — w4-l . j.. ■ j r« fr>' l » l 

3-5-0 — Ausdrücken von der Form C^^^ bestehen. 

Jeder dieser Ausdrücke nach der angegebenen Art zerlegt, giebt eine 
Gleichung von der Form 'Ct,-« = 'C„,^^—S'C^^^i. Addirt man alle diese 
Gleichungen, so mag das Resultat der Operation durch ^'C^^ = 
-5"C,„_^— -2^C^„_i bezeichnet werden. Es ist aber offenbar -2"CJ„_^ = 
Sd^, -2"C«-, = SC«-« und JS' C^^n-i ist ein Vielfaches von SC^^^i, 
denn in jedem einzelnen Ausdrucke kommen nur m— n— 1 Elemente a 
vor, und die Summe aller Ausdrücke ist auch in Bezug auf die Elemente 

Ui, 02, 0^ symmetrisch. 2 C^«»_i wird aus rö~^ m— w 

Ausdrücken von der Form 'ffm-n-i bestehen, jSC^_..i hingegen nur aus 
— ' Q "" ■ . — Ausdrücken, woraus in Verbindung mit dem Vorhergehenden 

i«2ß.o..«*fi-r^ 
v^/v m.m — l.m— 2.,..m— 11 1.2 n+1 ^/v /^ i4\Qn' 

folgt. Setzen wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so erhalten 
wir ganz allgemein SCJ^» = S C«.^ — (» + 1 ) S Cl,.n«i. Giebt man nun 
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dem n der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2. . . . . m— 1, so erhält man 
folgende Gleichungen: 

2.SCJrt_2 = 2SC^_2--2.3SCv„_j, 
2.3jSC^_3 = 2.3oC^_3 — 2.3.4jSC^_4, 



« . U . . . • Hl — <G . oC,„_(,„_2) — « . U . . . . Hl — « ÄC,;,__(„4_2) — /9 . ö . . . . Hl — 1 • ÄC„,_^„|_i). 

Substituirt man diese Werthe nach einander in die erste Gleichung, so 
erhält man 

....(-ir-^2.3....iii-isc;. 

SCi besteht aus m Ausdräcken von der Form 2a^\ jeden solchen Ausdruck 
kann man aber in ^a^^— 1 transformiren, woraus dann schliefslich 

Cm = C^ — S^C„._i + 2SC^«2 — 2 . 3SC^_3 H 

....(-1)— ^2.3....iii-lSCi+(-ir2.3....m 

folgt! 

So hätten wir nun jede durch die z ausgedrückte Summe auf einen 
durch die ^ bestimmten Ausdruck reducirt. Sind nun die Zahlen ai, 02^^ 
Qa, 0» von der Beschaffenheit, dafs nicht etwa eine gewisse An- 
zahl von ihnen, die kleiner als n ist, mit p aufgehen kann, so werden 

die — '- — . ö' — Ausdrücke, aus denen SC^^^ besteht und die 

M » mt » m t m TB 

sämmtlich von der Form :s*a*'^'+^^«+-*'n— ^«-« sind, dem Früheren zufolge, 
verschwinden. Da nun hierdurch auf der rechten Seite alle Ausdrücke 
aufser dem letzten verschwinden, so erhält man für diesen Fall Cl, = 
(--l)'"2.3....m. 

Ist aber ai + a2+a3H ha« durch p theilbar, so folgte 

^^a,$.-fa.5.+.-+a.i. ^ pCl,,; mithin für den zuletzt erwähnten Fall 
^^«.5,+«,l.+--+«nln ^ (-l)-ip.l.2.3....ii-l. Sind indessen die Zahlen 
Qi, Q], .... 0» von der Beschaffenheit, dafs eine kleinere Anzahl 
von ihnen, als n^ mit p aufgehen kann, so werden nicht wie vorhin 
alle Ausdrücke der Entwicklung von (^.-i) verschwinden, wohl aber 
gewifs der erste C(,-i) , weil Qi + a2 H h a„«i nicht mit p aufgehen 
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kann, da Qi+ci2H hCU durch p aufgeht uud o^ nicht durch p aufgehl. Aus 

letzterem Grunde wird auch Ci, also auch immer das vorletzte Glied der Ent- 
wicklung verschwinden. Es wäre nun möglich, dafs einige Ausdrücke in 
iSC(„.i)_i nicht verschwänden, wenn nämlich die Summe zweier Zahlen a mit p 
aufginge; alsdann könnte man aber auf jeden dieser Ausdrücke die Entwicklung 

C(«-2) = pC[^3) = p[C(«-.3)-"C(,_3)_i + 2C(,^).2~ etc.] anwenden. C(,_3) 
niüfste nun wieder verschwinden, und es ist überhaupt ersichtlich, dafs, 
wenn man den Gang der Operation gleichmäfsig fortsetzt, die Bestimmung 
von C(,-2) zuletzt nothwendigerweise auf solche Ausdrücke ^a^'5t+"«5>+- 
wird reducirt werden, in welchen keine kleinere Anzahl Elemente a als 
unter dem Summenzeichen vorkommt, durch p aufgehen und folglich nach 
dem Vorhergehenden berechnet werden kann. Aehnlich kann man bei 
den folgenden Ausdrücken verfahren. ZweckmSfsiger würde es aber sein, 
die Rechnung umgekehrt zu ordnen und mit der Bestimmung der letzten 
Glieder der Entwicklung anzufangen. Die so erhaltenen Ausdrücke könnten 
dann auch zugleich zur Bestimmung der vorhergehenden dienen. 

Zur Erläuterung des Gesagten diene folgendes Beispiel. Es sei p = 7 
und es handle sich um die Bestimmung von ^ai^>+'5«+^*»+*^+*^»+«6»; 
so wird dieser Ausdruck = 7^ai*i+^».+3«,+4,4+6*, g^jj^ gg jg^ übrigens 

nach dem Vorhergehenden ganz gleichgültig, welche der Zahlen a, also 
hier der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, die in der durch die S ausgedrückten 
Summe vorkommen, man in der durch die z ausgedrückten Summe 
ausläfst. Es wird daher JE «'^»+^^»+^5,+*^»+*^ = 7:s*a*"^''«+*'»+*'*+*'» = 
7^«i«,+2„+3„+4,,-H6., ^ etc. sein. 

Es ist aber ^«»i^^'.+3'3+4**+»'» = CJ und 

Nun ist SCi = 0, SC^ = -ra'5'+*-+-ra^^'+*«» = 2.7[Ci-l] = -2.7, und 
jede dieser Summen ist einzeln gleich —7. SC^ = ^a^5'+'^«"^^ = ICi = 
7(C2-Ci+1.2) also SC3 = 7.2. 

Femer ist SC, = -2* a'«.+3&+*«»+«^ = 7^ = 7 (C3 - SC^ + 2SC^ -2.3). 
Es ist aber hier SC, = 0, SC^ = JS* a^«'+*^« = -7, nach dem Obigen: folglich 
SC4 = 7[7.-2.3]; C, aber ist 0. Mithin geben diese Werthe, in die 
obige Formel substituirt, 

Cs = -[7(7-2.3)] + 1.2(7.2)-1.2.3(~2.7)-1.2.3.4.5; 

und folglich 
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^ai|.+2fi.+3&+4^.+5&+6|. ^ 7[-7(7-2.3) + 1.2.7.2 + 1.2.3.2.7-1.2.3.4.5] 

= -35. 

Bei der Bestimmung der Coefficienten der Gleichung fflr die pten 
Potenzen der Wurzeln der ursprQnglicIien , hat der Coefficient der (n— l)ten 
Potenz der Unbekannten «^ oder, nach obiger Entwicklung, der Coefficient 
von x^'"'^^^, ein besonderes Interesse. Dieser drflckt nSmlich bekanntlich 
die negative Summe der pten Potenzen der Wurzeln der ursprflnglicben 
Gleichung aus, und die einzelnen Glieder desselben lassen sich allgemein 
bestimmen. Der allgemeine Ausdruck eines solchen Gliedes ist nach dem 
Vorigen a^ a«, »o, a^^_^^ j5.^««o+i«,+.~P-i.«p_i^ ^^ q^_j. q^ + q^ _ . . a^_j = p 

ist. Da alle Zahlen Q positiv sind, so mflssen mehrere gleich werden, 
wenn nicht jede = 1 ist. Werden nun p—m Zahlen Q gleich 0, und 
bezeichnet man die übrigen durch Qi, Q2, aa, . . . . o^, so wird der obige 
Ausdruck folgende Gestalt annehmen: 






o^ a^, . . . . Ofl^ Sa 

Macht man unter den Gröfsen | sfimmtliche Variationen, ganz abge- 
sehen davon, ob mehrere der Zahlen a gleich werden, so ist 



a 



«i5i+«al>+--«m5 



m>m 



= p[ßm'-\ — 'S»C^__2 . . . . ( — l)"* 2. 3. ...Hl — 1]. 



Da aber ai+a2+*"-am == p ist, so ist klar, dafs die Summe einer ge- 
ringeren Anzahl von Elementen a, als p anzeigt, nicht durch p aufgehen 
kann; folglich sind alle in den Klammern befindlichen Ausdrucke, aufser 
dem letzten, gleich und es ist 

^^a.|.+a.$,+...+a^{^ := Mr*'^ • 2 . 3 . . . .«1-1. 

Sollen nun blofs die Variationen xkxAer den Gröfsen '§ vorgenommen werden, 
welche verschiedene Verbindungen mit den Elementen a hervorbringen 
so ist noch zu unterscheiden, wie viele unter einander gleiche Elemente 
in Qi , a2 , .... a^ enthalten sind. Nennt man diese Anzahlen fiy v, q etc., 
so wird der obige Werth für ^a'^^'+"*^»+ +«»»5'« noch durch 
1 .2.3....^.! .2. ...1^.1 .2.... (> zu dividiren sein, um den der jetzigen 
Voraussetzung entsprechenden Werth von Sa '^^ «+• •+"m5m ^n geben. 
Demnach wird der Coefficient von a^, a^, a«^ gleich 

p-Tö 4 o — 4~ö (— 1)**"^ sein. Ist aber Qi = p und die übrigen 

Elemente sind 0, so wird der Coefficient von a^ offenbar .Sa^^ = p. 
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Sollte also z. B. die Summe der 6teii Potenzen der Wurzeln einer vor- 
liegenden Gleichung, deren Coefficienten Oi, 02, flb etc. sind, bestimmt werden, 
so würde man fflr dieselbe folgende Entwicklung erhalten: 

+«j46.-j^(-l)'4-«4a,64i|-(--l)H«ia,«,6.1.2(-l)'+flÖ6~(-l) 

+ a*a«6~(-l)»+a,a46.jJ(-l)'+«,«46(-l)+axa56(-l)+a66] 
= a5-6a}o,+9o?«^-2flH-6fl^aj-13(»i02C»«+3flg-6a?a«+6a,o« 

(0er Schlab im nächsten Hefte.) 
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12. 

Theorie der Modular-Functionen und der Modniar- 

Integrale. 

(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster.) 

(Fortsetzang der AbhandluDg No. 1. im IsteD, No. 10. im 2ten, No. 15. im 3teo, No. 21. im 
4ten Hefte des vorigen and No. 2. im Isten, No. 8. im 2teD Hefte dieses Bandes.) 



Dreizehnter Abschnitt. 

Von der Vervielfachung des Argnmentes der ü 

Functionen. 

§. 149. 

Formen der Ausdrücke für sn (nti), cn(iif<), dD(iiti). 

Xn §. 117. ist von der Verdoppelung des Argumentes der Modular-Func- 
tionen gehandelt worden. In den Formeln 

2snticntidnti 



sn2tf == 



cn2tf = 



dn2fi = 



l-Ä^sn*« ' 
cn'fi— sn'ticn*!« 

1-Ä'sn*tt ' 
dn'i«— -Ä'sn'tten'tt 



1— /c'sn*M 

sind die Nenner einander gleich und rationale Functionen von snti oder von 
sn'tf,- der Zähler des ersten Bruches 2sntf|/(l— sn^tf)y(l— Ar^sn^ii) ist 
keine rationale Function von sntf; die Zähler der beiden anderen Brüche 
sind aber rationale Functionen von sn^tf^ da cn^fi=l— sn^ti und dn^ii 
= 1— Ä^sn^fi ist. 

Man kann Recursions- Formeln entwickeln, welchen gemäfs man 
leicht Ausdrücke der Modular-Functionen der Argumente Su, Au, 5u, 
6u etc. durch Functionen des Argumentes u herleiten kann. Setzt man 
jn den Formeln 
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, , -V , , .V 28nacD6dn6 

sn(a+6) + sn(o— 6) = -^ — n — § rr^ 

^ ' ^ ^ '' 1— Ä sn'asn'fc ' 

cn (a4- 0)+ CD (a-D) = -7 — ri — r — «r» 

dii(a + 6) + dii(a— 6} = -^ — rr-i — n-9 
fr = tf und a = nu, so verwandeln sie sich in 

^ / 1— Ä'8n*t«.8n'(wf<) ^^ ' ^' 

cn((«+l)«) = lz:ÄfSHWO^-cn((«-l)«), 
dn((«+l)«) = 2dn» dn(«u) _^„(^„_i),y 

Ans diesen Recursionsformeln erkennt man zuerst, dafs die Bräche für 
sn(i}ff), cn (nti) und dn(ntt), welche man durch wiederholte Anwendungen 
derselben herleitet, dieselben Nenner haben. Setzt man aber 

V V W 

sn(fitt) = -^, cn(fitt) = -^, dn(«fi)=r~^, 

1. /sn((ii~l)fi)=:-^, cn((ii-l)fi) = -^, dn((ii+iy«) = ^, 



sta((ii+l)i*)=-^, cn((ii+l)ti)=--^, dn((ii+l)ti)==-^ 



ferner snu = x, cnu = y, dnti = j5^ und substituirt diese Brüche, so er- 
hält man 





Ä,+i ~ Rl-k*a,\Vi 


Ä»-i ' 


« 


F.+X . 2y.F..Ä. 


Vn-i 




Ä.+1 -.m-k*x\Vi 


Rn-1 ' 


f 


W,+r 2».Wn.Rn 


»r,-l 




Rn+i ~ Ri-k'x\üi 


Ä,-l 


Setzt man also 


' 1 ■ ' 





T, ^ Rl-k'x\Vi, 80 ist 

Diesen Formeln gemäfs kann man aus 

üi = flr, Fi = y, W^i=«, Äi = 1 und 
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U2 = 2xyi, V2 = cn^f« — sn^u dn'«, W2 = dn^u — Ar' sn'ii cn^ ii, 

f^3^ V^'i W^39 ^ herleiten; ferner üi, F4, MKii R»^ 0. s. w. 

Es werden diese Ausdrücke immer mehr zusammengesetzt, je 
weiter die recurrirende Rechnung fortschreitet. Einige derselben werden 
rational in Ansehung von x'^ und da jf^i=l~a?^^ ä'=1— ä^oj^ ist^ so 
sind auch diese rational in Ansehung von y^ und z!^; andere Ausdrflcke 
werden aber irrational in Ansehung von x, y, «^ Und es bleibt noch zu 
ermitteln, welche Ausdrücke von jener oder dieser Beschaffenheit sind. 
Bezeichnet man durch }i{x'^) eine rationale ganze Function von X2^ so ist 
zunächst T^ = Ä^-Ä'ojlt/?, oder r2 = i(x^); daher ist, den Formeln (2.) 
gemafs, 

R,^k(x% U,r=.xX{a?), V,^yX{y% W,^^l{%% 

Hieraus folgt zunichiftt T^ = k{x^\ also 

^4 = ^(0:^), V,^xyU{x\ Y,^l{y\ MP4 = *(«'); 

mithin ist T^^l{x^)^ und folglich 

So kann man immer weiter zu schliefsen fortfahren, und sieht dabei, dafs 
zwei Ffille unterschieden werden müssen, je nachdem n eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist. 

Ist n eine gerade 29hl, so ist 

ü. = xyzl{x'), n = l{x^), W, = l{x\ Ä. = l{x'y, 

und ist n eine ungerade Zahl, so ist 

Durch diese Formeln wird die Form der Zähler und Nenner in den Aus-* 
drücken (1.) bestimmt. 

§. 150. 

Ausdruck von 8n(ntt) durch sni* in der Form eines Productes. 

Nachdem die Form des Ausdrucks von M{nu) bestimmt ist, hält 
es nicht schwer, diesen Ausdntck selbst ta finden. Ist n eine gerade Zahl, 
so darf gesetzt werden: 

, 0-^)('-^)('-^)" 

snCfifi) = fir.snticntf dnii* — ;: z — — % — — mu >< — — ^. 

^ ^ ^ /. 8n*u\/. 8n*t« \/. 8n*ii\ ' 

v — ^^-A^ — 6^A* — d^r^' 
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WO g eioen noch zu bestimmenden constanien Factor bezeichnet; ±a, 
±b, ±c etc. 3ind die Wertbe von snti^ für welche der Zähler des dem 
Prodncte gsnu, cntf.dntf b^gefügten Bruches =^ wird, und eben so 
$ind +a\ ±b\ ±c etc. die Werthe von snti, für welche der Nenner eben 
dieses Bruches =» wird. 

Setzen wir sn(«fi) = 0, so ist ±nu ^2aK±Zß%lC^ wenn unter a 

und ß unbestimmte ganze Zahlen verstanden werden, also + w =» ^ — ^* — , 
folglich 

d„.ldn(-??ffi^). 

Giebt man in dem Ausdrucke snti = ±sn( =-^ — j den Gröfsen a 

und ß verschiedene Werthe, immer aber ganze Zahlen, so erhält man 
eine Beibe von Werthen fflr mn und es werden sich unter denselben auch 
die Werthe +a, ±6, +c etc. befinden. Setzt mw aber sn(fitf) = ^, so 
erhalt man ±nu=^2aK±{2ß+\)ilC; also ±u^ 2aK±(2ß+\)iK\ ^ {o\g\\c\i 

sn. = ±sn( ^-^±^y+^)^^ ), cn. = cn(^-^±^^/+^>^) und 

dn^^dn(^-^±^y+^>^)> 

Giebt man auch in dem Ausdrucke snt<=+sn^ ^ — v. p-r ;* — \ den Zahlen 

a und ß verschiedene Wertbe, so erhält snt« Werthe, unter welchen sich 
auch +o', +6', ±c' etc. befinden werden. Setzen wir 

V r.. 2aK+2ßiIC A \ a^ 2aK+Ciß^i)iW 

so erhalten wir 

sn(jM«) = ^.sntfcniidpff ^ '^^ ^^ ^ 



\ sn'Q(a, ß) ) 

wo das Zeichen P dieselbe Bedeutung hat, wie iih §. 60. des ersten 
Theiles, nur dafs es «ich jetzt auf zwei veränderliche ganze Zahlen a und 
ß bezieht, und auch noch näher zu bestimmen ist, welche Werthe von 
a und ß zu nehmen und mit einander zu verbinden sind. Die Gröfse 



248 ^2. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.'-IfUegr. §. 150. 

1 4 

Q{a,ß) nennen wir den ersten, und q{cl,P) den vierten Regulator. Das 
Product sntt.cn«^.dn?i wird schon =0, wenn u = ist, weil dann aucli 

snti = ist; daher sind die Werlhe a = und /9 = in ihrer Ver- 

1 

bindung mit einander bei der Specialisirung des Regulators Q{ot,ß) auszu- 
schliefsen. Ferner wird jenes Product =0, wenn u = ±K ist, weil dann 

cnti = ist; daher sind die Verbindungen von 2a = ±n mit 2/9 = bei 

I 

der Specialisirung des Regulators q (a, ß) in dem obigen Ausdrucke aus- 
zuschliefsen. Das Product sn^cntiduti ist endlich auch = 0, wenn 
±u = K+ilC ist, weil dann dn^ = ist; daher sind endlich auch die 

Verbindungen von 2a = ±n mit 2ß = ±n bei der Specialisirung des Re- 

1 

gulators Q{a, ß) auszuschliefsen. Endlich ist die Verbindung von 2a = 
mit 2ß = ±n bei der Specialisirung des Regulators (f{a,ß) auszuschliefsen, 

weil dann der Factor sn« = ^ wird. 

1 

Bei der Specialisirung des Regulators Q{a^ß) in der vorigen Formel 
sind endlich alle die Werthe von 2a und 2ß auszuschliefsen, für welche 
sn^p(a, /i) frohere Werthe wieder erhfilt, weil a^, 6^, c^ etc. verschieden 
sein müssen. 

Sind 2a und 2ß einzeln >«• so kann man — = 2p + — ^ und 

n n 

—^ = 29 + —^ setzen und die ganzen Zahlen p und q so einrichten, dafs 



2a' <« nnd auch 2ß' <in ist. Die gröfsten Werthe von 2a' und 2/9' also 
sind 2a' = «—2 und 2/3' = w- 2. Da dann aber 2a = 2pn±2a' und 
2ß:=2nq±2ß' ist, so ist 

also 

snQ{a,ß) = (-l)^snp(±a', +/3') und 

sn>(a, ß) = sn*p(±a', ±/?') = sn>iV, ±/9'). 

Man mufs daher solche Werthe von 2a und 2/9 ausschliefsen , welche 
>ii—2 sind und nur positive Werthe von 2a anwenden. Die einzigen 
zulässigen Verbindungen bei der Specialisirung des Regulators Q{a,ß) sind 
also, wenn n eine gerade Zahl ist: 

(2a) = +2, +4, +6,. ..•+(«--2} mit (2/9) = ±2, ±4, +6,-..-±(«~2), 
1. {(2a) = und =1» mit 2/9 = +2, +4, +6, ••••+(«-2), 
(2^) = und =1» mit 2a = +2, +4, +6, •• •+(«~2). 
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In den zuletzt genannten Verbindangen mflssen also diö Werthe von 2ß 
positiv sein, weil 

s„^(^^) = sn'(^) und sn^(K-^) = sniK+M^) " 
ist, ferner 8n'(^^ + iff') = sn'(-?^-i/r). Die Zahl der Verbindnn- 

1 

gen und also auch der verschiedenen Werthe von 8n^Q{a,ß) ist also 
^I^:^.{n-2) + A'(^^^^^ Deuten wir die Einschränkung atff 

diese Verbindungen durch das Zeichen P' im Gegensatze von P an, so ist 

sn(fM») = ^.sntfcntfdn»- — j v\ »i-^/ 

PM- 



\ 8nV(«,Ä/ 



und es bleibt also nur noch der Nenner sammt dem Factor g zu be- 
stimmen äbrig. 

4 

Bei der Specialisirung des Regulators ()(a^/9) sind nur die folgenden 
Verbindungen zulässig, wenn n eine gerade Zahl ist: 

i(2a) = +2,+4,+6,--+(«-2) mit (2/3+1) = ±l,±3,±5,-±(ii--l) und 
j(2a) = und = +« mit (2/3+1) = +1, +3, +5, •••• + (n-l), 

und zwar aus denselben Grflnden, welche oben angegeben wurden. Aendem 
wir also auch im Nenner P ab in P'^ um auf die so eben angegebenen 
Verbindungen den Divisor einzuschränken, so ist 



8n(ftti) __ 
snt« 



V snVC«, ß) ) 



In §. 113. wurde für snti eine Reihe von der Form snti » 

j , , 6 , - , I . . snCitti) «--an*M*+bn*fi*— etc. . 

fi—atr+ofi^— elc. gefunden, also ist — ^^--^ = — y-^ — ^ . . — r , und 

setzt man ti = 0, so ist — ^^^r^n; setzt man aber auch in der vorigen 

' snti ' ® 

Gleichung u = 0, so erhält man n == g, und es ist also, wenn n eind 
gerade Zahl ist, 



3. sn(ntf) s: n.sntfcntfdn«' 



V m*Q(a,ß)J 
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Da die Anaahl der Verbindungen bei der Specialisirung des Reg«* 

lators p («,/?), — 2~~*'' + 2- 2" = "ö" '^^ ®^ '^' ^®^ Ausdruck von 8n{nü) von 
^er Form 

gn(iiii) = n.cntfdntt ^-^^ —^ ■ — ^ , 

wenn ZShler und Nenner als eniwictcelte arithmetisdie Formen dargestellt 
werden, welche nach Potenzen von snt« fortschreiten. Die imaginfiren 
Factoren im Ausdrucke (3.) geben sowohl im Zähler als im Nenner reelle 

1*8 138 

arithmetische Formen, da die Coefficienten A^ A, A, etc. und D, D, D etc. 
nach §. 149. nicht imaginär sind. 

Ist aber »eine ungercuie Zahl, so findet man auf ähnliche Weise, 
und mit Beachtung des §. 149., 

PI 1- 



8n(nw) = ^.sn«- — ) J\ / : * 



sn'ii \ 






Aufserdem müssen die in diesem Ausdrucke vorkommenden beiden Rega- 

latoren (f{oLyß) = ^"" und Q{ot,ß) = "— ^ ^"^ ^* — auf eine andere 

Art specialisirt werden, als vorhin. Bei der Spedalisirung des Regulators 

9 (^9 ß) sind nur zulässig die Verbindungen von 

j(2a) = +2, +4, +6, ....(«~1) mit (2/3) = ±2, ±4, ±6, .... + (ii~l), 
4. j 2a =0 mit 2/9 = +2, +4, +6, .--Kw-l) und 
(2/3=0 mit 2a = +2, +4, +6, -.-[-(«-l), 

so dafs die Anzahl der Verbindsngett =r — ^^— -(n— 1) + «t-1 =s "" 



ist. Ausgeschlossen bleibt die Verbindung von 2a = mit 2ß = 0, weil 
dann sn (mi) wegen des Factors sntf gleich Null wird; ausgeschlossen 

bleiben ferner wegen der Formel sn' (— — } = sn' ^+ ~ j die Ver- 
bindungen von 2a = mit negativen Werthen von 2/?^ weil dadurch die— 

1 
selben Werthe von sn^g^a^ß) entstehen, als durch die Verbindungen von 

2a = mit positiven Werthen von 2ß; ferner bleiben ausgeschlossen die 
Verbindungen von 2/3 = mit negativen Werthen von 2a^ so wie über- 
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haopt alle Wertbe von 2ß mir mit positiven Werthen von 2a verbanden 
virerdea, weil 

^^,(^-2j-2fiiK's^ ^ ^^,^ +2aK+2ßiK'^ .^^ 

4 

Bei der Specialisirung des Regulators Q^a^ß) sind nun blofs die 
Verbindungen von 

r2a = +2^+4^ +6,.-' • + («-!) mit (2/5+1) = ±1, ±3, ±5, ....±(«-2)5 
5. 3a = mit (2/9+1) == +1, +3, +5, •••• + («-2), 
((2/3+1) = 1» mit 2ax=+2,+4, +6,-...+(«-l) 

aulässig, so dafs die Anzahl aller Verbindungen, wodurch wirklich ver- 
schiedene Werthe von sn^^{a,ß) entstehen, nun = ^'Z -11—1+ ^^^ ^ 

^ "^ - ist. Alle übrigen möglichen Verbindungen mflssen ausgeschlossen 



2 

4 

werden, weil dadurch solche Werthe von sn(>(a^/9) entstehen, welche 
unter den genannten Werthen bereits* enthatten sind. Aendern wir die 
Zeichen P in P' ab, um dadurch auf die Befolgung der so eben angegebenen 
Vorschriften beim Specialisiren aufmerksam zu machen, und beachten wir, 
dafs sich, wie vorhin, gt=n findet, so haben wir die Formel 

pYi — '-^^) 

6. 8n(««) = «.8n«.-4 "-^^^ ^ 



"C 



8n'^(a, ß) 

Entwickelt man den Zähler und Nenner nach Potenzen von snif^ so erhält 
der Ausdruck die folgende Form: 

, . snti+ilBn'tf+ilsn^ti f- Ä .sn*"!« 

sn(fiw) = n i 5 jj;i;i3ij 

l+DanV+Dsn*!« 1- D .sn«*— ^i« 

§. 151. 

Beweis der Gleichung D = fttr jede ganze Zahl n. 
Setzen wir nun in Anwendung der Bezeichnung des §. 149. den 
Nenner des Ausdrucks von sn ti 

12 m 

Ä, = 1+Z)sn'f»+Dsn'tf •+Z)sn''"f», 

so dafs fflr ein gerades «, m = -^ ist, für ein ungerades aber m = — ^ — ^ 

33» 
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80 ist in Beziehung auf die aus den vorigen Formeln au ziehenden Fol- 
gerungen der Beweis nöthig, dafs der Coefficient D immer gleich Null sei^ 
es mag n eine gerade oder ungerade ganze Zahl sein. Wäre der genannte 
Coefficient = 0, so hätte der Nenner von sn (nu) die Form 

fl(,) = l + sn*fi(^+Äsn'w+^sn*fi....) 
und könnte also vorgestellt werden durch 

wenn wieder, wie im §. 149. gesetzt wird, x = 8nu und unter Jl(a^) eine 
rationale ganze Function von x^ verstanden wird. Fflr fi = l ist A(.) = l, 
also A(a:') = 0; fflr « = 2 ist B«=l-Ä'x^ also ;L(x^) = -t' und also 
noch unabhängig von x. In beiden Fällen ist also I> = 0, und um zu 
beweisen, dafs immer Z> = sei^ ist zu zeigen, dafs R^^) die Form 
i+x^kix'^) habe. Nach §. 149. ist immer 

Nehmen wir nun an, dafs A, und R^n-t) die obige Form haben, so hat 
Rl die Form {\+x*l{x^)y =l+2x*kix^) + a^{l{x'')y = i+x^k{x''). Ferner 
ist ü^ = xysil(x^)^ wenn n gerade, und =xl{x^)^ wenn n ungerade ist. 
Im ersten Falle haben wir also 

R^^^,^ = {t+x'lix'')''k'x\i-x''){i-k''x')l{x'')){i + x*X(x'')) 
oder 

Ä(-+i) = (i+^*Hx')){i+x'iix% 

und also auch 

Ä(,+,) = i+x'Hx'). 
Im zweiten Falle haben wir 

Ä(.^,, = {l + x'l{x')'-k'x*{l{x')f){i + x'lix% 
also 

oder ebenfalls 

Ä(-+i) = i+x*kix'). 
In beiden Fällen also hat A(»4i) die Form i+x*l{x^)^ wenn R^ und 
R(n-i) diese Form haben, und in beiden Fallen ist also />^0, wenn diese 
Gleichung für die beiden vorhergehenden Werthe von n richtig ist. Da 
nun fflr i} = l und i} = 2, D = ist, so ist auch D = fflr i} = 3, also 
auch fflr n =^ 4, u. s. w. 
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Wird das Produci 






I 

nach Potenzen von siru entwickelt, so wird der Coefficienl D von sn^« 
zu der Summe aller einzelnen Brüche, welche aus dem allgemeinen Gliede 

^ dadurch hergeleitet werden, dafs man sich auf solche Ver- 

8nV(a, ß) 

bindungen der Werthe von 2a mit den Werthen von (2/9+1) beschränkt, 
welche fflr ein gerades n unter (2.) und für ein ungerades n unter (5.) 

im §. 150. angegeben sind. Bezieht sich das Summenzeichen Sf auf die 

1 

angegebenen Verbindungen, so ist die Gleichung D = einerlei mit 



1. sT — ^ 1 = 0. 



und es gilt also auch diese Gleichung, die Zahl n des Regulators 

p (a, p) = » \ r i y „J3g gerade oder ungerade sein. 

Wir stellen diese Gleichung auch noch anders dar. Ist n eine gerade 
Zahl, so ist, weil 8n{u+ilC) = -r , auch 



sn 



ksnu 
2a+(2ß+i)iP .^\ 1 



/ 2a+{2p+i)ilC ^ .j^\ ^ 



Setzt man nun (2/?+l) + (2/9'+l) = fi, so ist 

i2ß^xy.w ^ 2iic^M±R.iK^^ 

n n ^ 

also 

Sammirt man diese Gleichang mit Räcksicht anf (2.) im §. 150., so erbSlt 
man fQr ein gerades n 

" L snvc«, ß) J 

und der Gleichung (1.) gemSfs ist also für 

4 

2. ein gerades n auch S'lsv^Qia^ß)] = 0. 

Ist n aber eine ungerade Zahl, so mufs (2/9+l) + 2/9' = i} gesetzt werden; 
dann folgt ' 

^" V n ) k' ^^./ 2a±(2/y+i)iir N ' 
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und hieraus erhält man durch Summation und wegen der Gleichong (1.) f&r 

1 
3. ein ungerades n die Formel S'[sii^p («,/?)] = 0. 



§. 152. 

Relationen unter den Goefficienten im Zähler und Nenner des entwickelten Ausdrucks 

von sn(fiti). 

Setzen wir wieder für em gerades n, wie in §. 150., 

1 7 m-2 

... j snu+i4.sn'fi+i4.sn*ii—«-f il .sn'*"-*» 
1. sn(iiw) = n.cntfdntf* '—^ —^ —^ , 

l+l>.8n*ti+l>.sn*ii 1- D .sn^'^u 

nn 

indem der Kärze wegen nt = -^^ genommen wird, und hierin u+iK* 

- ,,.... 1 . — tdnt« j . »cnu 

für w, so verwandelt sich snti in -i , cnii m — r , dni« m , 

^ Asnti ^ &snti ^ snu ^ 

also cntidntf in ; — 5 — ; femer verwandelt sich der Zähler des beige- 

Äsn I« ' ® 

fügten Bruches in 

m— 2 »n— 3 m— ♦ 

Ä kBnu+ A (ksnuy^ A (isnti)* h(*snti)''»-^ 



der Nenner aber in 

m m— 1 w— 2 

Ü+ D (fc8nti)'+ D (kmuy"''+(kmuy'^ 

(Äsni*)^'» ' 

nu in nu-^-nilCy also sn[nu) wieder in sn (nti), da n eine gerade Zahl ist; 

es ist mithin auch 

in— 2 »n— 3 in~4 

sn(«fi) = ficniidnw ^^^-^^^^i —^ 

Wird dieser Ausdruck wieder mit dem vorigen identificirt, so erhält man 



m— 2 in 

-A .&' = D 


und 


»1-1 

D = 


i = 0, 


m^3 1 m 

-A .*♦ = AD 


as 


ro-i 


2 1» 
DD, 


m»--4 2 m 

-A .Ä" = AD 


^ 


m-3 


3 m 

D.D, 


m— 5 3 m 

-^ .*» = AD 


- 


m-4 


4 n 

D.D, 


m— 2 m 

- **"-* =A D 




*"» = 


m m 

D.D. 



mm 

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar D = ±h^y und es bleibt nur 
noch das Vorzeichen sorgfältiger zu bestimmen. Aus der Gleichung 
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snfi.sn(fi+tÄ') = -T- folgt 

sn( '^<'^+(y+*)»^ ).sn( ^"^±(y+i)«y ) ^ I „„j 

Werden diese Gleichungen nach der Vorschrift (2.) für den Regulator 

4 

Q{a,ß) im §. loO. specialisirt und mit einander multiplicirt , so kommt die 

zweite Gleichang nur -y mal zur Anwendung, und es ist also 

j» » 

P'[8nJ(«,/3)].P'[sn;(a,/3)] = -^J^ oder P'[8n'J(«,/?)] »-t^. 
Da aber auch durch die wirkliche Mnltiplication gefanden wird 



m 



D = (-ir.p 



L 8n»p(«, Ä J 



SO ist D = (-l^.(-l)^/r=(-l)^Ar, da m = -~- eine gerade Zahl 
ist. Ferner ist auch \-^j ungerade oder gerade, jenachdem -^ ungerade 

oder gerade ist, daher ist (—1)^ = (— 1)"^= (— 1)% und also endlich 

D = (-'ir.JSr, 

folglich 

^ = (-1)' >-* und /) = D = 0, 

Im— 3 5L-.1 1 »n--2 ™ 2 

\a =(-!)* .*»-*.^ - D = (-1 )'.*"-*.!>, 

" i>4 = (-1)* .ir-*.Ä - D = i-iy.br-^.D, 

^ Q. 8. W. U. S. W. 

Setzt man aber fflr ein ungerades n, wie in §. 150., 

1 2 m 

o / X 8nii-fil8n'ii+il8n*ii—+il8n^"'+*i» 
rf. sn[nu) = ff 5 5 , 

1 +I>8D'tl+Z>8n^tl \-DBlk^U 

indem der Kürze wegen m = — ^^ genommen wird, und u+ilC ffir 

II, wodurch sich sn ti in -. und sn (nu) in -. — r— v- verwandelt, so ver- 

* &8nti ^ ^ Ä8n(fiii) ' 

wandelt sich der Nenner in 
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m m—l m— 2 

D+ D k*sn%+ D A*8ii^ti»'-+fc^"*sii^"»ti 
und der Zähler in 

m «»—1 m— 2 

ii+i« A'sn'tf+il k*m*u h^^'an^'^ti ^ 

daher erhält man 

m m — 1 m — 2 

1 D8nii+ D Ä'8n*«+ D Ä*Bn*ii h*''"ßn''"^^ii 



sn(iifi) = — 



II m m—l mr-2 9 

il+il **8n*i«+il Ä*8n*ti....+*^«8n'»»t» 
und weil dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (3.) einerlei sein mufs, so 
findet man die folgenden Gleichungen: 

m m m—l 1 

. D = n\A und ^ = D = 0, 

m—l ' 1 m m— 2 2 m 

A:M> =n\A.A - A k* = D.A, 

m— 2 2m m— 3 3 m 

k\D => n\A.A - A .If ^ D.A, 

m — 3 3 m m— 4 4 m 

n. s. w. n. s. w. 

*"" = «'.J3' - &*"• = A.D. 

Aus der letzten Gleichung folgt A = ± — , und es bleibt nur blofs noch 
das Vorzeichen zu bestimmen. Durch die wirkliche Multiplication erhält 
man nach Formel (6.) des §. 150. die Bestimmung 



A = (-ir.pT r^^ — 1 

L8inV(a>/S) J 



und da, wenn » = 2r+l gesetzt wird, — s — = 2r+2r' = m eine ge- 
rade Zahl ist, so ist (—1)"* = +!, also zunächst J[ = P'l i h 

Ist nun a nicht Null, so gehört zu einem Modular-Sinus sn^ "^ ^* — j 

-=F+Gi, allemal ein Modular-Sinus sn(^^^^=^^^) = F--Gi, und 

das Product beider F^+G^ ist also immer positiv: um so mehr also das 
Product ihrer Quadrate. Da es nur noch auf die Bestimmung ankommt, 

m 

ob A positiv oder negativ sei, so können wir alle die Modular-^Sinus so- 
gleich weglassen, welche als reellen Theil ihres Argumentes haben. 

m 

Hiernach hat also A einerlei Vorzeichen mit dem Prodocte 



Dreizehnter Abschnitt. §. 153. 257 

sn sin sn' •••• sn^^^ — 

n n n n 

oder mit 

^ ^ n 3 n n ^ 

und da die hier vorkommendeo hyperbolischen Modular- Sinus sämmtlich 
positiv sind, so ist 

m üzl hm tn üzl 

A = (-1) ' ~ , und folglich D = (-1) » .»&". 

Durch die Sabstitution dieser Werthe verwandeln sich die vorigen For- 
meln in 

"d = i-iy~.nir-\A und A^ == D = 0, ' 

«1-2 "zl 2 m—2 *-l 



D = (-1) * .nkr-*.A - ^ = (-1) » ~ — D, 

D = (-1) ' .fiÄ"-«.^ - A = (-1) * --^^^j — D, 

m-4 ^ 4 m-4 5rl ]Lm-8 4 

i) = (-1) ' .«*"-*.^ - ^ = (-1) ' --^--D 

■ 

u. s. w. u. s. w. 



§. 153. 

MehrgUederiger Ausdruck flir 8n'(fiti) fUr ein gerades n, desgleichen ftlr cn*(fiti) 

und dn'(nu). 

Die in §. 150. gefundene Formel kann auch also dargestellt werden: 

/ N j F[8n'ii-8n*^(a,/J)] Ff8n'ß(a,/?)] 
sn(iiw) =i n.snticntidnt« — ' ^ ^^^ ■ — , ^^ , 

F[8n'ii-8nV(a, ß)] FfsnXa, /S)] 
da die Anzahl der Factoren eines jeden Productes P' eine gerade Zahl ist. 
Ferner ist 

7' = ( -1 )'"-^ P' r r 1 und b = (-1 r . P' r r 1 ; 

also ist 

F[8n'?(a,/y)] _ T i__ 

F[8n'e(«,/?)] D 
und mithin 

fc8n(nfi) snticntidnti Frsn'ii-— 8n'p(a, /?)] 

" * P[8n*ti-8n»e(a,Ä] 
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Setzt man nun ^^^ = l und sn«i = a:, so erhält man, wenn 

man diese Gleichung zum Quadrate erhebt, um sie rational zu machen: 

1. P'[^'-sn'J(a,/?jP--i-a?^(a?^«.l)(a:^-^).P'[a^^^ = 0. 

Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist rr^**"^ da das 
Product P'[a:^— sn^()(a, /?)]^ nach §.150. eine durch —^ ausgedrückte Menge 
von Factoren des vierten Grades hat; der Coefficient dieser Potenz ist =^1; 

die nächst niedrige Potenz a?'""""^ hat zum Goefficienten ^ 2S'sn^(y(a, ß) 

und Oberhaupt erhält die Gleichung die Form 

12 3 nn 

Sie dient zur Herleitung von a; = snf« aus 1 = Sl^. Da keine Po- 
tenzen von X mit einem ungeraden Exponenten in dieser Gleichung vor- 
kommen, so hat sie —^ Paare gleicher, aber entgegengesetzter Wurzeln. 

X — +SVLU und a: = — suff sind zwei solche Wurzeln und der Ausdruck 
auf der linken Seite ist also theilbar durch x^sn^u. Sollen x=^+snu' 
und a; = — snt«' zwei andere Wurzeln der Gleichung (1.) sein, so müssen 
sie so beschaffen sein, dafs sn (W) = sn (mi) ist. Da nun aber überhaupt 
sn[(— l)"(wtt+2a/f+2/9tÄ'')] = snu ist, so schliefst man, dafs überhaupt 
W = (-l)"(fw+2aÄ'+2/it/if') ist, oder einfacher 

Nimmt man auf beiden Seiten den Modular-Sinus mit dem Modul k, so ist 

a; = (-l)"sn(^«+ -^-^^ — ) und x = -{-\)''m\u-\ -^ — ) 

die aligemeine Darstellung eines Paares gleicher und entgegengesetzter 
Wurzeln; also ist 

« — sn' \u + -^ — ) 

die allgemeine Form der Factoren der Gleichung (!.)• Nehmen wir die 
Zahlen a und ß positiv und kleiner als n, also 

« = 0, +2, +4, +6, .... +(«-!), 
/J = 0, +2, +4, +6, .... +(«-!), 
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und verbinden alle Wertbe von a mit allen Werthen von ß, 80 erhalten 
wir nn Verbindungen; und bezeichnen wir das aus dem allgemeinen Factor 

gebildete Product mit P, so ist 

eine Gleichung, welche mit der Gleichung (1.) die gleichen Wurzeln hat 
Die höchste Potenz von x in dieser Gleichung ist a;^"" und ihr Coefficient ist 
= 1; wie. in der Gleichung (1.). Um zu zeigen, dafs die Wurzeln dieser 
Gleichung, welche auch der Gleichung (1.) Genfige leisten, wirklich ver^ 
schieden sind, nehme man an, dafs 

,/ . 2aK+2ßiK'\ ,/ , 2a'K+2ß'iP\ 

sei; dann folgt, dafs u+ ^«^+^/^^^ ^^+ 2a'K+2ß'ilC ^^pK+iqiK sei, 

wenn p und q ganze Zahlen vorstellen; dafs also 

(2ce-2a'-2/iii)/r+(2/?-2/9'-2^ii)tr, 
folglich a = a'+/iii und ß = ß'-\'qn sei; was ungereimt ist, da jede der 
Zahlen a, ß, a'^ ß' kleiner als n sein soll. 

Wird die Gleichung (2.) entwickelt, so findet sich, als Coefficient der 
Potenz a:'"""* in ihr, 

_s'[...(.+ i^£^^)], 

und da der Coefficient eben dieser Potenz in der Gleichung (1.) =— ^ ist, 
so ist 

Da aber der Formel (2.) im §.151. gemäfs Sf[sn'p(a,/9)] =0 für ein 
gerades n ist, so haben wir 

o ^' ";;'r 2/^ . 2aK+2ßiP\'\ 

«—1 
und das Summationszeichen jS in dieser Formel giebt zu erkennen, dafs 



für a und ß alle vorhin angegebenen Werthe gesetzt werden sollen. Die 
Summe auf der rechten Seite begreift also nn einzelne Glieder. 

Setzt man u+ilC für u, so bleibt sn(iifi) ungeändert, da n eine 
gerade Zahl ist, und man erhält also 

n-l , j 



4. ."! , = s 

sn (ntt) 







./^ , 2aK+2ßiK'\ 



34 
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Sabtrahirt man von jedem Gliede auf der rechten Seite Eins, so mufs man 
auf der linken Seite »^ subtrahiren. Dadurch erhält man 



^- tn'(nu) - ? 



Subtrahirt man jedes Glied der Gleichung (3.) auf der rechten Seite von 
Eins, so erhält man 

^ nMn>u) «-if 2/ , 2aK+2ßiICW fc" 1 

6. — n — «7— f= S cnM wH '—^ — ) = — r^ «7— n-- 

Ä'8n*(nM) ^ L V ' n /J Äc' cn'(wii) 

Setzt man in dieser Gleichung u-\ für u, so erhalt man 



7. - 



. = S [co'(.+^^±i2^±?^)] 



Multiplicirt man die Gleichung (3.) mit k^, und subtrahirt auf der rechten 
Seite jedes Glied von Eins, so erhält man 

tnVnu) ^ L \ ' n >'J 

Setzt man in der Gleichung (3.) tiH für ti, so wird sie 



Subtrahirt man jedes Glied auf der rechten Seite von Eins, so entsteht 

10. fr.cw{nu) = iS [^^n^v^H — Jy 

Multiplicirt man aber die Gleichung (9.) zuvor mit k^^ so erhält man 

11. «ldn'(««) = |'[dn<«+'^"^+(y+^)'^)]. 

Zusatz. In Formel (9.) wird 2a höchstens =2n—2 und 2/9+1 
höchstens =2fi— 1. Sind nun 2a' und 2/?'+l gröfser als n, so kann man 
sie durch 2a' = 2ii-2« und 2/?'+l = 2«~(2/9+l) darstellen, und dann 
sind 2a und 2/9'+l ganze positive Zahlen, welche <Cn sind. Da nun 

= sn-(«+ -^"^+(J^+*>^^) = sn'(«+ -2'**^-Wl)»iir' >) 

ist, so kann man die Gleichung (9.), mit Anwendung der Bezeichnung des 
'§.150., auch also darstellen: 

»'.sn'(««) = S'[sn'(«+J(a,/3))+sn*(«-p («,/?))]. Eben so ist 

«'.cn'(««) = 5f'[cn'(«+p(a,/9))+cn'(«-p(a,^j)], 

«^ dn' («a) = S' [dn' (« + ^ («, ß)) + dn' (« - p (a, /?))]. 
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Bei Beachtung des Schemas (2.) (in §. 150.) der Specialisirung des 

Regulators q {a, ß) erhält man -^ Glieder aus den allgemeinen hinter S' 

stehenden Gliedern, und da jedes aus zwei Gliedern besteht, so erhält man 
nn Glieder zu summiren; wie vorhin. 



§. 154. 

Vielgliederiger Ausdruck von %n(m) für ein ungerades n; ferner für 8n'(nM), cn'^(nu) 

und dn'(nM)« 

Nach §. 152. ist für ein ungerades n, wenn wieder m = — ^^ 
und snfi = a; gesetzt wird, 

wi— 1 m wi— 1 



\ D D J D\ D DJ 

in 

oder, da — - = — ist, 

m-l m— 2 m— 1 

D D D \ D dJ 

Eine Wurzel dieser Gleichuog ist x = snu, und soll sn»' eine zweite sein, 
so mufs sn(no') = sn (nu) sein, und hieraus findet man, wie vorher, 

„ = (_l)«(„+i?^^±?&); also ist 

" X = (-ir.sn(« + -H^^^^±?^) 

die allgemeine Form aller Wurzeln der Gleichung (1.)- Nimmt man 

. n-i 



a = 0, ±1, ±2, ±3, 



— 2 



ß = 0, ±1, ±2, ±3, ...- + 2 

und verbindet alle Werthe von a mit allen Werthen von ß, so er- 
hält man nn Verbindungen. Der Grad der Gleichung (1.) ist aber eben- 
falls 2m+i=nn; und da alle aus der genannten Specialisirung hervor- 
gehenden Werthe von x von einander verschieden sind, so sind sie gerade 
die nn Wurzeln der Gleichung (1.)? die wir durch a?, x', x", x"' etc. 
vorstellen. Da der Coefficient der höchsten Potenz von x in der Gleichung 
(1.) Eins ist, so ist der Coefficient von x'^"' die negative Summe der 
Wurzeln, also 
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oder 

2. nsninu) = S(_l)«sn(«+-M±?^^)- 

Bezeichnet man die Summe der Quadrate der Wurzeln mit s und die 
Summe ihrer Binionen mit t, so ist 

n^sn'inu) = {x + x'+x''+x'"+eic.f = 8+2t. 
Die Summe der Binionen der Wurzeln der Gleichung (1.) ist der positive 

m 

A 
Coefficient von o:''""'*; also ist /rs-^^O, nach §. 152., da n eine un- 

D 

gerade Zahl ist. Es ist folglich n^ sn^ {nu) = s, oder 

n^sn^inu) = s[sn'(u+ ^"^+2/?»^ )]^ also 
3. |«'cn'M = s[sn^(i,+-?^-?^l^)], 

«Mn^(««) = g[sn-(ti+ ^^^+^^'^ )l 

und in den Formeln (2.) und (3.) sind die Werthe a = 0, ±1, +2, ±3, .... 

+ mit den Werthen /? = 0, +1, +2, +3, + ^ zu verbinden. 

Nehmen wir Rücksicht auf das Schema der Specialisirung des Re- 
gulators Q{(x^ß) unter (4.) im §.150., weil n eine ungerade Zahl ist, so 
können die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 

n sn {nu) = sn «+S'|(-l)"[sn(tf+p(a,/3}) + 8n(w-p(«, /?))][, 

ii'sn^(iMi) = sn'u+S'lsn' {u+Q(a, ß))+ sn\u-Qia, ß))l 

n^cü^nu) = cn'tf + S'[cn'(w+p(a,/?))+cn'(w-p(a,/5))], 

«Mn'(iiw) = dn'«+S'[dn'(w+p(a,/?))+dnXw-p(a,/5})]. 

§. 155. 

Ausdruck von en(fitf) durch snti und cnti in der Form eines Products. 

Nach §.149. hat der Ausdruck von cn(iiii) immer denselben Nenner 
als der von sn (nti), es mag n eine gerade oder eine ungerade Zahl sein. 
Nehmen wir zuerst an, dafs n eine gereute Zahl sei, so bat der Ausdruck 
von cn(iiti) zum ZShler eine rationale ganze Function von a?^ oder sn^ ti; 
daher können wir für ein gerades n setzen: 
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(,_ii;i)(,_iE^L)(._i^)..., 

cn{nu) == Q' 






und +a, +6, +c etc. sind nun die Werthe von sn«, für welche cn(iiti) 
= wird , und welche sammt dem constanten Factor g nun allein noch zu 
ermitteln sind. Soll cn (isti) = sein, so mufs nu = (2a+l)Ä'+2/?t/r, 

also u = ^ ^"^ ^ + P* — nuj ^ _ sn( ^ ^ ^ ^* — ) sein. Nehmen 

n ^ n / 

wir also als zweiten Regulator p(a, /3) » ^ ^ — 
halten wir 

pA E!!f_\ 



n 



so er- 



V 8n*e(a, /?) y 



Da die Ausdrücke von a% h^^ c^ etc. verschieden sein sollen , so 

a 

specialisirt man den Regulator q {a^ ß) durch die Verbindungen 

jVon (2a+l) = +l,+3,+5,-+C«-l) mit (2/9) = ±2,+4,+6,...-±(«-2) und 
* (Von 2/9 = und = +n mit (2a+l) = +l,+3,+5,..-+(ii-l). 

Die Anzahl dieser Verbindungen ist = ^.(n— 2) + 2- y = -y Vi^ir ver- 
wandeln P in P\ um auf diese Vorschrift bei der Specialisirung aufmerk- 
sam zu machen. Die Verbindungen aller fibrigen Werthe von 2a +1 
und 2ß mit einander geben Werthe von &s^^[a^ß)^ welche unter den 
angegebenen bereits vorkommen, und unter ihnen giebt es keine gleichen 
Werthe von sn^(>((x^/?). Setzt man t« = 0, so erhält man ^ = 1, und es ist 
also für ein gerades n: 



sn'tf 



2. cn(^«i)= > «'^'g^r-^ , 

V 8nV(«,/?)y 
Setzt man in dieser Formel u = K, so hat man, da n eine gerade Zahl ist, 

n 

cn(iitt) = (—1)^; daher ist 

F[tn'e(a,Ä] 




264 i2. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct, und der JUod.-Integr. §. 155. 
Ferner läfst sich die Formel (2.) auch also darstellen: 

F(cnV(a, /9)— cb'm) F[8n'e(a, /9)] ' 
und dividirt man diese Gleichung durch die vorige, so erhält man 

pA — ^:!L_\ 

3. (-1 f. cn (««) = -4 '°'^^ ^ < , 

\ cnV(a, Ä y 

Ist n eine ungerade ganze Zahl, so findet man, wie vorhin, 

cn(««) = cn« ^ »X«./?); 






Aber die Regulaloren p (a, /?) und q {a, ß) mflssen nun anders specialisirt 
werden. In Beziehung auf den Regulator (> (o, ß) = v "+ ) -r P* — jj^j 
man die Werthe 

I(2«+l) = +l,+3,+5,+7,....+(»-2) mit 2/? = ±2, +4,±6,-...±(»-l), 
2«+l =» mit 2/3 = +2, +4, +5,.. •■+(»-!), 
2/J=0 mit 2a+l =+l,+3,+5,....+(»-2) 

zu verbinden, so dafs die Anzahl der Verbindungen, und also auch die der 
quadratischen Factoren im Zähler des Ausdrucks von cn(i»fi) 

= ~2 — (n-lJ+2> ^ ^ ^ =— g— ist. 

Verwandeln wir, mit Hinweisung auf die so eben angegebene Art 
der Specialisirung des Regulators (>(o^/9), das Zeichen P wieder in P', so 
haben wir für ein ungerades n: 

5. cnM = cn«. ^ «^VC«,«; 






Setzen wir nun v = K, so wird — ^^^ = ^, und nach einer bekannten 



cnti 



Regel findet man das wahre Verhältnifs: 



_ ^cn(nM) __ nBn(nu)dn(nu) , . .V" 



dcnti Bntidnti 
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daher ist f&r ein ungerades n: 

Giebt man nun der Gleicbnng (5.) zaerat die Gestalt 

cn(«tt) =s cn»' — 1= — |v_Lr^ j ! — ^\ »fyf 

^[ciiVC«. Ä- en'«] P'[8n'p(o. ß)] 

und dividirt sie dann durch die vorige Gleichung, so findet man 

6. (—1) * .CD(fftf) = II. CDU ^ ^^ ^^ 



\ «VC"» ß) f 
Zusats. Setst man in der Gleichung (3. $. 150.) ebenfalls 

« = jr, so wird "^""^ » « • Der Werth Üeses Verhältnisses ist 
i^^ = »°^(;^)y = (-l)^"'-|- Im üebrigen redudrt sich der 

Ausdruck auf der rechten Seite auf ■*'-^rto*g(«. ff)l . ^gi^^jt i^^ f^j. ^j^ 

P[tn'p(«,/J)} 
gerades nt 

P[tn*g(«, /?)] ^ (-i)^"' , 
P[tn*p(«, Ä] *" 

Da nun aber !k =pT r— 1 und jD = pT r 1, also 

L «nV(«. Ä) J L ««»•?(«. Ä J 

-TT = — l^P 9k^» P)\ = _ jjf» ist SO erhfllt man , wenn hiermit die voriire 
7 P[8n'J(«,/?)] 

Gleichung multiplicirt wird, fflr ein gerades n, 

P[cn'g(«,/y)] ^ (_i)T i!_. 
P'fcn»^(a,/J)] *" 

Setzt man aber in der Formel (6. $. 150.) auch u — K, so erhSit 
man fQr ein ungerades n: 

F[tn*e(a, ß)] ^ (^\f^.L. 
P'[tn'f («,/?)] « 

Ferner ist ^ = P' \ r^ 1 and 5 = P' \ r 1 , also 

L 8n'p(o, ß)} L 8n*e(a, ß) J 

Crelle'8 Journal d. M. Bd. XIX. Hft. 8. 35 
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P'[Bn'e(«./y)]^|^„. (nach S. 1520; 

F'[m'e(<f,ß)] A 
und wird die vorige Gleichung hiermit mnltiplicirt , so entsteht für ein tm- 
gerades n: .' • ; i • . 

P'[cn»ß(a, /9)] , ,,^ 

Ausdruck von d|9(fiu) dur^ snu und dnii in der Form eines Productes. 
Aach der Ansdriick von dn (nu) bat mit dem von sn (nti) denselben 
Nenner; und ^la der Zähler £(ijr em gerades fi eine rationale Function von 
sn^u ist, so kano d^ Ausdruck von in (nu) vorgestellt werden durch 



and ä^, V, <? etc. sind nah alle von einander verschiedene Werthe von «»'«, 

^fU- lyelc^ dl»(w) = ist. Da tbeEh«ap^ do((;?«+lJ*f+C2/^,t^)»^ ==P 
ist, «o ist dn(iiti) = 0, weoa tm^{2tt-\-\)K->t{2ß-\-\)iK, also 

«= (2«+l)g+(2/g+l)ig> and sn'« = snl(i??±lMdÄ±l)!ÄL) ist. 
Nimmt man zum Regulator q {a, ß) = ^ ^'^ } T^ ^"^ ^* — , so hat man 

dnM= V ^°^^^f-^( ; 

\ Bn'Q(a,ß)/ 

indem sich ^=1 findet, wenn maii u=^0 setzt. SoUen ijille Wertbe ?on 
sn^Q{a,ß) verschieden werden, so hat man sich bei der Specialisirung des 

3 

Regulators Q{(Xyß) auf folgende Verbindungen zu beschränken: 

1. (2a+l) = +l,+3,+5,-..- + («"-l) mit (2/5+1) = ±l,±3,±5,-- + (ii-l), 

deren Anzahl =~2"^^~2~ ^^^' ^°^ verwandeln wir, um dieses anzD4^uten, 
wieder P in P', so erhalten wir für ein gereutes n : 

2. d«(««.)= ) ""•?(«,/?); . 

8n*(.(«, /?) J 
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Da 1 'P^^ fc«.n-^(a.^-*W«. ^ d,'>-dü«gV,/g) ^ ^^ ^^^jjj ^^ 

SMct UM kl dieser Gleichong n « K±iICy so ist dnif » und 

dn(iiJr±iiiir)s=(— 1)% da n eine gerade Zahl ist; daher ist 

Qod wird die vorige Gleichung hi^ddrcl dividirt^ so entsteht fOr ein 
gerades n: 

3. (-1) ,dn(iiti) = ^ dn'u~ Y 

Denselben Aukdnick erhfilt man kAreer, wenn man in der Formel 3. §. 155. 

ku ftir H nnd -y- statt des Moduls k setzt. 

Ist aber fi eine ungerade Zahl, so findet man auf ähnliche Weise, 
wie torhJn, den Attsdmck 

IV A EÜL_\ 

\ BB'f («, /?) y 

Damit alle Wertbe von 9t^(f{tiyß) verschieden von einander sind, bat man 
sich bei der Specialisirong des Regulators q [a, ß) fflr ein angerades n zu 
beschränken auf die Verbindangen von 

i(2o+l)=+l,+3,+5,—+(«-2) mit (2/3+1) = ±1, ±3, ±5, .•••±(«-2), 
4. j(2a+l)=f» mit (2/?+l) = +1, +3, +5,-.-.+(«-2), 
1(2/3+1)=» mit (2a+l) = +l, +3,+5,..- + (i»-2), 

deren Anzahl =-^^-(«— 1) + 2- ^""7 = ""~ ist. Verwandelt man, mit 
Hinweisnng auf diese Specialisirung, P in P', so hat man 

5. dn(««) = dn« ^ ""'^(•''^ 



fA 'P—\ 



35 
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Stellt man diese Gleichuag zuerst also dar: 

P'[dn'p(«,/?)~dn>] P'[8n-e(a,/y)J 

und setzt u = K±iK'f. also dnn = 0^ so verwandelt sich das Verhältnifs 
dn(iiu) . n xT- * L dän(nu) ii8n(fi«)cii(fttt) , . . l. «k. 

U ' ^ m *• Nimmt man aber — W^— ^~ — > ■ ^n ■ > > i< und setst hmrlb 
dnti ^ ddnti an« od« 

fi = K±iK, so ist sd(iiii) = (—1) ' • p, cn(ffti) = i-^? snii = y uöd 
cn tf = i-'^i daher cirhält maa 



n-l 



' ' P'[dn*e(«,Ä] P'[8n*f («, Ä] ' 

und wird die vorige Gleichong hierdurch dividirt, so entsteht 

p,y _ dn'«, \ 

V dn'p(«, ß)J 



•-4 

6. (—1) ^ .4n(»») = n.dn«-- 

P 



V db'Kö./*)/ 



§.167. 

Uebersicht der Specialisirung der vier Begulatoren und. deK AiOiidrttel^e . ^ W(''wX- 

en(nu), dn(n»). 

Wir stellen nun die vorigen Resultate äbe^rsichtlich zusammen, mit 
Angabe der Specialisimngen der Regnlatoren. 
I. Ist » eine gerade Zahl. 

Regulator q[a,ß) = ^^ 

Verbindungen : 

(2a) = +2, +4, +6, -..+(»-2) mit 2/? = ±2, ±4, +6, •.•.±(»-2), 

2« =0, » mit 2/9 = +2, +4, +6, 1-(«-2}, 

2/3 =0, « mit 2« = +2, +4, +6,.—+(i»-2). 

Zahl der Verbindungen = — ^— = -5 — 2. 

Regulator J(«,/3) = -MdHtMliL. 

Verbindungen : 

(2o+l) = 4-l,+3, +5,.- + («-l) mit (2/3) = ±2, ±4, +6,.- + («-2), 
(2/3) = mit (2a+l) = +l,+3,+5,....+(«-l), 
(2/3) = « mit (2«+l) = +l, +3, +5,. ••• + («-!). 
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Zahl der Verbindaogen = 



2 
RegMcr ^ („, ffi = -2!+W:WtSiirL . 

VerbisdoDgen : . ? ^ 

f2a+l) = +l,+3, + 5,..-. + («--l) mit :(2/?^l)=-±l,±3,i5^--±.(f»-l), 

Zahl der Verbindungen = -— • 

Regulator if{oLyß) = ^ 

Verbindnogen : 

2« = +2, +4, +6,. ..- + («-2) mit 2/3+1 = +1, +3,±5,..'.:i'iUi-il% ' 
2a:==0,i} Brtl (2/J+t)'=+i;+ai,'+*,.." + («— 1'). . .1 i ^v' 

Zahl der Verbindungen ^.= -=r- • . , > _ , , , 



V..\ 



, i • ' •■•':.' 



pA-., '"" \ : pM ■ ^P " , \ 

pA__!5!üL_\ pA- y« \ 

pA ^!!L_\ pA ^£!!L_\ 

oder auch, wenn m = -2- gesetzt wird, 

1 3 »—2 

. , , ■ , 8ntt+i48n*u+il8n''ti VA .8n'"»-'tt 

4. sn(««) = ncntidnti' —y =-5 —;^ ; 

1+B8n*ti+D8n*ti }-l> .sn""« 

, 1 » m 

5. (—1) .cn(««) = i j , 

!+!>' cn'tt+D» en*« |-ö' on'"« 

6. (-l)*.dn(««) = i ä 



h. • ff* 

1 +I>"da'ii+Z>"dn*i»-.-.+J[>"dn^'»ii 
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n. Ist n eine angerade Zahl. 

2aK+2ß%K' 



Regdator gia, ß) => 



n 



Verbindungen : 

(2«) = +2,+4, + 6,-.+ (ii-l) mit 2/5= +2, +4,±6,-. + (i»^f), 
2a = mit 2/9 = +2, +4, +6, .."+(»-1), 
2/5 =0 mit 2a = +2, +4, +6, h(»-l). 

Zahl der Verbindnng^ = . . ■, . 

Regulator Q{a,ß) = '^ ^ \^ '^ 

Verfatindongen : 

(2«+l) = +l, + 3,+5,....+(i»-2) m.a (2/5) = ±2, ±4, ±,€,....±(11-1), 
(2o+l) = n mit (2/5) = +2, +4, +6, ....+(n-l), 
(2/5) = mit (2«+l) = + 1, +3, +5, ....+(«-2). 

Z.U d.r Verttod..,«. =* ^. 

Verbindungen : 

(2«4-l) = +l,+3,+8,-.«+(i»-2) mU (2/9+l) = ±i^±3,±5,....±(ii-2), 
2a+l =« init 3^+1 »+1, +3, +5, -...+(11-2), 
2/5+1 =1» mit 2a+i=fc+l,+3,+8,....H-(ii-2). 

Zrtl d« V«I.Wm,t.. -iüti. 

II 

Verbindungen : 

(2a) = +2, +4, +6, ••••+(«-1) mit 2/5+1 =±1, ±3, ±8,.... ±(»-2), 
2a =0 mit 2/5+1 = +1, +3, +5, —.+(»-2), 
2/5+1=» mit 2a = + 2,+4,+6,—.+(i»-l). 

Zahl der Verbindungen = — ^—- 

Setzt man zur Abkflrzung m = — ^ — 9 ^^ ^<^t 2iii+l =1111^ 

7. 8n(««) = «8n« ^ «nV«.Ä; 



V we(«, i») y 



Drei%ehnierÄb$chHitL §.158. 871 



1 dn*» 



9. dn(iMi) = dn« ^ S»i\ = (^1) •»•*"" ) dn'« \ * 



<)4«F Bo«b 



12 m 



lU. Sil (UM; = a« j ^ ■, 



11. (—1) .cii(iiii; = n 1 5 , 

l+C «n'M+ö', cn*« h^cn'"«« 

L 

1 2 nt 

151 r i^ l^n/•-«^ _ . dn«+C dii*i«+C di>»tt»-.+C dn»'»+'« 

12. (— IJ .dn(mt} = » j ^-f^ 

1 +l»«dB'«+ D*d«*« ..4-^'dn»"« 

f 

i 

§. 158. 
Relationen unter den ^oefficienten in dem ^ntwickritei^ Z&hler und Nenner der 

4^>^^<^^<^ ^^^ cn(ini) nnd dn^nn). 

Setzt man in 4er Formel (6. §. 1i&7,) M^-u statt u, so verwandelt 
sich dn II ht -^^ und dn<iwi) wieder in dn(niOr da,i| fiif^ sm^e Zf^kl isV 

Wir erifalten also 

' ~ ' ■ •- • '^ ' » 

(-1} .dn (IUI) = -^j ^j=j , 

und da dieser Ausdruck mit dem Ausdrucke (6.) in $. 157. derselbe sein 
mufs, so hat man 



m 



C = D", 

m — 1 1 m m— 1 1 m 

C =k'\ CD" nnd D" = r . D". V\ 

wn'l 2 m «»—2 2 m 

C =k*.CD" - D" = i**. D". D", 

"c' = Ä*« . c5" - "d?' = 4^ D". 5", 

U. S. W.. U. 8. W. 

i =k'^.CD' - 1=*"".(3"/. 
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Aus diesen Gleichungen folgt zonftchst D' = C= ± -r^ und es bleibt 
nur noch das Vorzeichen zu bestimmen flbrig. Die wirkliche Hultiplicbtion 

giebtC = fr 5^ ^l- 

Zu einem Factor von der Form ^( ^Oi<*+^)^+(.^P+^>^ " ^ gehört 

immer ein Factor von der Form dn(— ^"*" ' ~^ ^"^ ^* — ) und das Pro- 

duct eines solchen Paares ist immer positiv, da, wenn der er^e Factor 
= P±Qi ist, der andere ^ P+Qi, also das Product = P'+Q^ ist. 
Factören anderer Art erbftlfc man aber bei der Specialisimng des Regulators 

Q{a,ß) nicht, wenn n eine gerade Zahl ist; daher ist fOr ifi = -y-: 

m 4 m 4 

C = -iL- und D" = 



C = -^ - D" = '^ 



Jkfm-J 

1 _ « » 






n. s. w* n. s. w. 

Ist Aber n eine ungerade Zahl, so verwandelt sich dn (nti) in . . . , wenn 

man K^-u fflr u setzt. Die Formel (12.) im §. 157. verwandelt sich 
nun in 

n \ I» in "1 

M) .dn(iifi) = ^ ^^^, =^= ^^, 

C*«"+ C *«'»-2dn'w.-. + dn«'"ti 

und wird sie mit der früheren Formel identificirt, so hat man 

m m tn'-l 1 m 

D" = n\C und C =k'\D".C, 

m— 1 1 m m— 2 2 m 

D" = n^k'^.CC - C=k'*.D".C, 

m— 2 2 m m— 3 3 m 

z)" = f»»r.cc - c = &* . D". c. 



m mm 



1=«'*'»-.^ - l=r'».Z)".C. 



Hieraus folgt aber für m = 
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nn— 1 



2. 



„.- 2 


• 








D"- " 




und 


c * 




m— 1 n 


1 

•c 


- 


m-l j 


D" 


m-2 n 


2 

•C 


— 




7 

D" 


m— 3 u 


3 

• c 


- 




3 


u. s. w. 






n. s. w. 





\ 

Da sich in §. 157. die Formel (6.) in (5.) verwandelt, wenn man 
ku statt u und -r- statt des Moduls k setzt, so erhftlt man für ein gerades 

n aus den vorige Formeln, wenn m = -K- gesetzt wird, 

5=(-l)*-(-f) and Z)'=M)^(^), 

^5=(-l)'.(^) B - D'=(-l) » .(!-) .Z), 

m-3 22=6 ^ L . TO-a 3 m-3 ützl / l vm-6 3 

U. 8. W. U. S. W. 

und die Formeln (2.) verwandeln sich für ein ungerades n in 

w»-l ""^ / L Km—l 1 m-l JÜLzl J > jL v m— 2 1 

ö'=(-i)'-»-(^) -5 - fi=(-i)«. !.(-*-) .z)', 

4 ( m-2 ^?rl ^ L V m-4 « m-2 ÜLli J / t v«,-^ 2 



»--6 



n— 3 Jü::^ ^ JL xm-6 3 m-3 ^!^rl 4 / t vm-« 3 

D' =(-1) ' .«.(f) B - B =(-1) » -K^) •!>' 
u. s. w. u. s. w., 

in welchen wieder m = — — ist. Zu denselben Resultaten gelangt man 

auch, wenn man in den Formeln (5.) und (11.) §.157. u+K+ilC statt u 

V i 
setzt, wodurch sich cn ti in -r. verwandelt, und wenn man die hier- 
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durch entstehenden neuen Ausdrücke für 'cn{nu) mit den vorigen- wieder 
identificirt. 

§. 159. 

Vielgliedrige Ausdrucke f&.r cn(nti) und iln(|iiM), am(fiti) und 8am(nti), worin n eine 

ungerade Zahl ist. 

»—1 



Setzt man der Kltrze wegen für den Augenblick (—1)^ .cn(iifi) = ^ 
und cnu = y, so |i^t man die Gleichung 

3 m m— 1 m m— 1 

— (D'.y""+Z)V"^'...-+l) = ßy""+*+ B y^-*-j + y oder 

Eine Wurzel dieser €leicbimg ist y = enu, und iA cnti' eine andere 
Wurzel, so mufs cn (n«') = cn (iw) sein. Eine Folge hiervon ist, dafs nu' 
von nu um einen Ausdruck von der Form 4aK+4ßiK' verschieden 
ist. Man kann aber auch, da 2a{n+i) und 2ß{n+i) durch 4 theil- 
bar sind, 

nu' = nu+2a{n+i)K+2ß{n+i)iK 
setzen, und hieraus folgt 

n' = ui^2aK+2ßiK'+ ^«*^+2/g»i^^ . 

Also ist 



cn«' = (-l)-/»cn(«+^-M!^) 



der allgemeine Ausdruck der Wurzeln der obigen Gleichung. Verbindet 
man nun die Werthe a = 0, +1, +2, ±3, •••• ± *7^ mit /? = 0, ±1, 

Ä 

+ 3, •••• + , so erhält man nn Verbindungen, und die ihnen ent- 

sprechenden Werthe von cnn' sind sämmtlich von einander verschieden. 
Da nan auch 2m +1 =nn der Grad der obigen Gleichung ist, so sind die 
genannten Werthe von cn ti' gerade die Wurzeln der obigen Gleichung; 
die negative Summe dieser Wurzeln ist der Goefßcient der Potenz y'^"* in 

der obigen Gleichung, und also = — • Da nun aber -— = ii' nach 



§. 158. ist, so ist 



M m m 

B B 



1. »«n(^M) = (-,i)Xs[(-ir/'cn(«+-^^^^^=tHÄ)] 
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und es kann diese Formel auch also dargestellt werden: 



»— 1 



2. (-1) ' .»cn(ii¥) = cn«+S'l(-l)"-^''cii(«+()(«,/9))+cn(ii-()(o,/3))|. 
Auf gleiche Weise erhält man die Formel 

in welcher, wie in der Formel (1.), die Werthe a = 0, ±1^ ±2, +3, ... 
+ ^^ mit den Werthen /? = 0, +1, +2, +3, •••• + 7" zu verbinden 



• • • 



sind. Es läfst sich diese Formel Qbrigens aach also (darstellen: 

4. (-l)~.».dn(fi«) =» dn«+S'|(-l)^[dn(«+p(a,/?)) + dn(fi-p(a,/3))]|. 

Mnltiplicirt man die letzte Gleichung mit du und integrirt jedes Glied, so 
erhält man 

5. (-l)"^.am(«fi) =^ ainfi + S'Hl/[am(tt+p(tt,/3))+am(fi~p(a, /?))]. 

Vertauscht man in dieser Gleichung a mit ß und zugleich den Modul k 
mit k\ also auch K mit IC, und mulliplicirt^ die Crleichung mit i, so ver- 
wandelt sie sich in 

n—l 

(-1) ' .ßam(iifif) 
= 2am(fiO+S'(-ir[2am(f*t>p(a,/3}) + 2am(fit-p(a, /?))], 

oder, wenn mra -r- statt u setzt, in 

n-l 

6. (-1) * .Sam(»«) 
= ß«mö+S'(-ir[ß am («+(»(«, /i))+2am.(i»-i («,/?})]. 

§. 160. 

Zweite DarstelluBg von 8n(nu), ou(nu) und &n(nu) fttr ein ungerades n, in der Form 

von Producten. 

In $. 154. sind die Wurzeln der Gleichung 

m— 1 m— 1 

D D \ J> dJ 

gefiinddn woi'deti, in welcher m=fe ""~ aivd n* eitiä ungerade Zahl ist. 
Das von x unahhängige Glied in dieser Gleichung ist — ^""^ ; 6der, 

36* 
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da D^i-iy'.nir ist, so ist dieses Glied =-(-1)"^- ^^ > Dasselbe 

Glied ist aber anch das negative Product aller Wurzeln der Gleichung; 
daher haben wir 

sn(«») = (-l)'^.&'^.p[(-l)-8n(«+^^:^y^)], 

wenn in dem allgemeinen Factor des Productes die Werthe a = 0, +1, 
+ 3, •••• ±(-^) mit den Werthen 2/9 = 0, +1, +3, •••. ±(-^^) ver- 
bunden werden. Das Product aller aus (—1)'' durch Specialisirung entstehenden 
Factoren ist = +1 ; daher ist 



-1 mi— 1 



1. sn(««) = i-i)-k—?[sn(u+?^^^^^)l 
In §. 154. sind auch die Wurzeln der Gleichung 

in— 1 m 



''-^'+-l-y'-'--+4-- 



B B ^ \ B B ) 

gefunden worden. Das von x unabhängige Glied in dieser Gleichung ist 

;^, welches sich, da i = (— 1)^ cn(itti) und -v^ (—1) * •»(-r-) 

^ B B ^ 

-r-j cn(itfi) reducirt. Daher ist 

nm — 1 

a. e.(«., = (-^r.P[o.(.+i^£^i«L)]. 

Eben so findet sich 

im— 1 

und in diesen Formeln sind fOr a und ß dieselben Werthe zu setzen, wie 
in der vorigen Formel (1.). 

Da — ^— immer durch 4 theilbar ist, weil — ^— = 2(r+l)r 

ist, wenn i» = 2r+l gesetzt wird, so kann man die letzte Formel auch 

dadurch aus der vorigen herleiten, daüs man ku luv u und -^ statt des 



1 fm— 1 nm—1 



(Jv2 /1\* /1\* 

-y) in \-^) = \-ür) verwandelt. 

Es können die so eben hergeleiteten Formeln auch also dargestellt 
werden : 






4. sn{m) = (-1) ' .& ' .snii.F[sn(ii+()(a,/3)).sn(f»-()(«,/9))], 
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nn — 1 

k 



5. cn(nfi) = (-^) . cn «. P' [cn («+ p (a,/9)). CD («-P («,/?))], 



im— 1 



6. dn(iMi) = (^) ' .dnfi.P'[dn(fi+p(a,/3)).dn(fi-()(a,/3))], 

wenn sich P' zugleich auf die vorigen Vorschriften in Betreff der Specialisirung 
des Regulators g^^^ß) beziehet. 

§. 161. 
Ausdrücke von el(nu) für ein gerades und ungerades n. 

Nach §. 153. ist ll^dn^(lffl) = S'[dn^(fl+e(«,/?))+dn'(«-J («,/?))] für 
ein gerades n. Multiplicirt man diese Gleichung mit du und integrirt, so 
erhält man fflr ein gerades n: 

1. n.el{m) = S'[el(ii+i(a,/3)) + eI(fi-i(a,/3j)] 

und eine Constante ist nicht hinzuzufägen , weil beide Seiten der Gleichung 
fflr ti = verschwinden. Entwickelt man das allgemeine Glied dieses 
vielgliedrigen Ausdrucks, in Anwendung der Formel 

w I \ I w > Ol 2ik'snticniidnii.8n'a ,^ ^- . 
el(ii+a) + el(fi-a) = 2elti i-fc'gn'gsn'ti — (§• 65.), 

SO erb&lt man , da die Menge der also gefundenen Ausdrücke = -^ ist, 
fOr ein gerades n auch die Formel 

2. n.elinu) = ll^elfl-2&'snllcnfldnll.sT ??!^(?[iÄ 1 

L 1— Ä'sn'eC«, fl).Bn*u J 

Es kann flbrigens die Formel (1.) auch also entwickelt werden, dafs jedes 
Glied des Ausdrucks in einer reellen Form erscheint. 

Ist n eine ungerade Zähl, so folgt aus der Gleichung 

n'in'inu) = dn'ii+S'[dn'(ii + e(a,/3))+dn^(fi-p(a,/3))] 

auf ähnliche Art die Formel 

3. n.e\{nu) = elu+S'[e\{u+Q(a,ß)) + el{u-Q{a,ß))]. 

Die Anzahl der einzelnen Doppelglieder, welche aus dem allgemeinen Gliede 
hinter S' hergeleitet werden , ist = — ^ — und durch die Entwicklung dieser 
Glieder erhält man 



4. n.e\{nu) = it^elti— 2Ar'snticn« 
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§. 162. 

Ausdrücke für Im (nu), wenn n eine gerade oder eine ungerade ganze Zahl ist. 

Multiplicirt man die Gleichung (1.) §. 161. mit du und integrirt, 
so entsteht 

lm(«fi) = iS'[lra(fi + e(a,/3))+Im(fi-^p(a,/5))] + const. 

Setzt man, um die Constante zu finden, u = und erwagt, dafs 
lm(— a) = lm(+a) ist, so verwandelt sich die Formel fär ein gerades n in 

1. \m{nu) = S'[lm(fi4-p(a,^)) + lm(w-p(«,/?))-2.Ä'[lme(a,/?)]. 

Da Im(ii4-ö)+lm(«— ö) =» 21mu+21md+log(l— A'^sn^asn^o) nach 

§.73. ist und diese Formel -^ ^^ angewandt werden roufs, so erhält man 

auch für ein gerades n: 

2. lm{nu) = «Mmti+logF[l-Ä'sn'p(a, /3).sn' ti]. 

Mit dieser Formel, vergleichen wir di^ in f. 150. fftr sn(itti) gefundene For- 
mel. Setaen wir darin zunfichdt u + iK statt u, wodurch sn(«fi) nicht ver- 
ändert wird, da n eine gerade Zahl ist, so verwandelt sich fisn««cntidnii 

n — tdnu — tenu ndntienti - j u • u j^. '7*m^* 

in -. • —7 = Ti — i ; ferner verwandelt sich der Zähler 

kmu kmu snti fc'sn'ti ^ 

p, /- sn^ ti \ 

V 9 V ZA ) 9 welcher -^ — 2 Factoren hat, in 

pr/| 1 \ ^ F[l~fc'8n'g(g,/g)8n'u] 

\ k^BXk*Q(a,ß)Bn^u J Ä"*-*.8n"'-*uFfsn'^(a,/S)] ' 

und d«: Nenner P'f 1 — — ^r— — ) verwandelt sich in 

V 8nV(«,Ä/ 

F[l-Ä'8nV(a,/J)8n'iiJ 
j : 

&»». sn»" u . F [sn' Q(a, ß)] 

also erhält man 

, . j, , F[l-Ä'8n'^(a,Ä8n'iil F[Bn^Q (m/ß)] 
sn(iifi) = — «ft'snficnfidnti — ^^ ' — V ' 

F[l^fc«8n«e(«, Äsn'u] F[8U?p(a, ß)] 

m—l 1 4 

Da ferner ^ ^ P' [sn' p (a, ß)]""^ und D ^ F [bö' (i (ä, /J)}^, alw) 

P[«n'g(«, /g)] ^ ^ ^ _ * igt^ go verwandelt sich die Formel in 
P[8n'ß(a,/?)] D " 

, . , P'[l-*'8n*ö(a,/S).8n'«l 

snfiMi) = »sntfcntfdntf — ^ ^ — '-^ ^' 

P'[l-J!t*8n»p(a,/S).8n'u] 
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1 2 

Der Nenner dieser Formel ist nach §. 157. gleich i+Dm^u+Dsn^u... 

m 

. . . -f Z> sn""* fi far ein gerades n; daher kann die Formel (2.) auch also 
dargestellt werden: 

12 m 

3. lm(«ii) = «Mmfi+log(l+Dsn'w+J5sn*fi--.+/>sn'"'fi), 

wo m = -^- und n eine gerade Zahl ist. 

Ist n eine ungerade Zablv ^^^cl multiplicirt man die Formel (3.) 
$.460. mft dti^ so erh&lt man durch Integriren, 

4. .Un(fifi) = lmti+S'[lm(fi+e(«^/3)) + lm(f*-p(a,^})]-21m[e(a,/?)], 

und diese Formel verwandelt sich leicht in 

5. Im [nu] = «Mm fi + log P' [1 — Ar' sn' p (a, /?) sn' «}. 

Da für em ungerades n^ &sn(^ — -^-^^- j= — 2a+(2ß) 'IC \ ' ^^'^^ 

«°( ""-n ) 

(2/3+l)+2/i' = n gesetzt wird, so kann die vorige Formel auch also 

dargestellt werden: 

Im(iiw) = fiMmu + logPYl ^^ — V 

\ snVC«, ß) ) 

und da das hier vorkommende, durch P' bezeichnete Product gerade der 

Nenner des Ausdrucks von sn(ii«f) in Formel (7.) oder in Formel (10.) 

§. 157. ist, so ist 

12 m 

6. Im(iwi) = «Mmtt + log(l+l>SD'fi+J!)sB*tt'*-+Dsn'^'"ii), 

wenn in dieser Formel ii» = — ^ — und n eine ungerade 2^1 ist. Diese 

Formel hat also mit derjenigen (3.) fAr ein gerades n^ eine grofse lieber^ 
einstimmung. 



§. 163. 

Ausdrücke für die Modular-Integrale mit dem Argumente nu und dem Parameter na, 

durch andere mit dem Argumente ti und dem Parameter a. 

Ist zperst n eine gerade Zahl, so ist, der Formel (1.) in §.162» 
gemäfs, der Unterschied 

lm(ni#+^ö)~-lni(««*— wö) _ 
2 ~ ■" 

c,,r lm(ti+g+g(«./y)) lm(ti-a+e(tt,/g)) . lm(u+g-e(tt,/g)) lm(ti-a— e(a,/?))1 
5 y 2 2 +^ ""8 2^ ^J* 
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Ferner ist nach §. 116. — ^^ — -^ — ^ — ^^ ^ = itti . el {na) — @ (iiii, na) ; 

sodann 

Werden diese Werthe substituirt, so verwandelt sich die vorige Glei- 
chung in 

nu.el{na)^®(nu,na) = 

Der Factor von ela in dieser Gleichung ist = -^•2ti=:iii»ti^ indem jede 

Summe S', -^ Summanden bat; daher entsteht die Gleichung 

1. ©(itti^na) 
= iifi.el(iia) — iiiifi.ela+S'[©(ti4-e(«, /?), ö) + ®(tt— e(a, /5), a)]. 
Substituirt man aber 

lm(a+p(g, ß)+u) lm(— g+gC«, /S) + ti) 
2 2 

= ti.el(a±p(a, /?))-©(«, a±p(a,/9)), 

so erhält man 

nu.e\{na)—®{nu^na) = 

Aufserdem ist, der Formel (1.) §.161. gemäfs, 

nu.e\{na) = fi.S'[el(a + p(a, /?))+el(a-^(a,/3))], 
und wird hiervon die vorige Gleichung subtrahirt, so entsteht: 

2. @(«fi,iMi) = S'[@(ii,a + e(a,/5)) + ©(fi,a-J(a,/?))]. 

In Anwendung der Gleichung (4.) oder (5.) §. 138. auf (1.) oder (2.) er- 
hält man noch: 

®(nu,na) = ll^@(ll, a)-2fi&^snacnadna.S' ?5V?iÄ 

l-*'sn'e(a,/S)8n'a 

Lr l-"fc'8np(a,/S)8n>+a) J 

j ^ «. /^ 2a+(2/?+l)tiP \ 1 

und da &8n(— =^-jj— ^— ; = ^ y 2a±(2/y+l)* gy *'*' ""^""^ 

(2/3+1 ) + (2/?'+l) = » gesetzt wird, so kann die Gleichung noch etwas 
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einfacher also dargestellt werden: 

3. (B{nu,na) 
2/Ä/ A, Off 28nacnadna "1 , d' f y^^^V+öj)— 8n'e(a, /?) l 

L sn'a-sn'eC«, Ä J U 8n'(ti-a)-8nV(a, Ä J 

Ist aber n eine ungerade ZahX^ so ist, der Gleichung (4.) des §.162. gemfifs, 

\m(nu + nä)--lm(nu'-'na) _ lm(u-\-d)—lm(u—a) 

2 " 2 + 

^yr lm(ti+a+g(a,/9)) \m{u-^a+Q(a, ß)) lm(u+a^Q(a, ß)) lm(u— g— g(«, /g)) -| 
^L2 2"^2 2J' 

Macht man hierin dieselben Substitutionen wie vorhin, so erhält man 

Hfl . el («a) — @ (««, iia) = ti.ela— ©(ti, aj + 
ela[S'(«+i(«, ß))+S'iu-iia, /3))] - S' [@ (« + ^ («, /?), a)+@(«-i(«, /?), a)]. 

1 1 

Es ist aber S'{u+Q{a^ ß))+S'{u—Q{a, ß)) = {nn—i)u, da jede Summe aus 
" I" Theilen besteht. Daher erhält man 

4. @ (nu, na) = 

w/.el(iiö)--«'fi.ela+©(w,a)+S'[@(ti + p(a,^),a) + @(fi~p(a,/?)^ 
Auf eine ähnliche Weise erhält man noch 

Hfl. el (na) — @ (nu, na) 
= ii.e!a-©(ii,a)+fi.iS'[el(a+p(a,/9))+el(a-p(a,/3))] 

Multiplicirt man aber die Gleichung (3.) des §.161. mit u und subtrahirt 
davon die vorige Gleichung, so entsteht 

5. ©(«11, «a) = ©(ti,a) + S'[@(fi,a+p(«,/3)) + @(f*,a-p(a, /?))]. 
Wendet man wieder die Formel 

®{u,a+b) + ®{u,a-b) 

^^. . 2tiÄr'BDacDadna8D'6 , /l— Ä'sn'fcsnVu+a) , ^ ^00 ■■ 

= 2®(«,«) i-t'Bo'aan'fc '°gy l-fc'Bn-ftBn>-a) ^"^ «• ^^S- und 

dieselbe — ^— mal an, so erhSlt man 

©(»«,««) = «'.©(«, a)-2«*'snacnadna.S' '°'^^'*' ^ 

1— **8n*ß(«, Äsn'o 



Lr l-Ä»8ne(«,/S)8n'(tt-a)J 
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Und da för ein mgendes «, *so( — -^ * ) = — x2aqi(2jy+l)tr\ ^ 



wefln (2ft+i) + 2ß' = u gesetzt wird, so erhilt maiL, Bocfa etwas 

6. g («I, Äa) 

= ii'.@(tf,a) + «.y . -logPI — ^-11-^ T^-^l- 

Diese Formel, io welcher n eise oDgerade Zahl ist, ist der Fwmel (ä.) 
fOr ein gerades n wieder sehr ähnlich; Dor dafs jetzt der Regulator gipL^ß), 
dem §« 157. gemärs, anders specialisirt werden mnfs. 



§. 164. 

DifferenzUl-Gleicbaiigen zur Bestimmung des Zftblera ond Nenners des AosdnidU 

von Bn(nu) ftlr ein angerades n. 

Setzt man x=yk,snu und X = ^k.sn{nu)^ so verwandelt sich, 
wenn n eine ungerade Zahl ist, o; in — und gleichzeitig X in -;^, wenn 

man u+iK^ statt u setzt. Nimmt man wieder m = — k—^ setzt 

n—\ 12 m 

(""*J •-* — ö i 2 ^^ 



1 i 

und verwandelt gleichzeitig a: in — und ^ in ^, so erhält man 

^ , m m — 1 



(-1) * X = 



ii^ TO— 1 ü 5 



ü 



und dieser Ausdruck wird derselbe mit dem vorigen, wenn man c=^a, 

m-l 1 

c = a u. s. w. setzt. Dann ist aber 



I m m— 1 m — 2 Cl 

a+ a «'+ a x^ |-aa?^"» 



Da nun nach §.157. (Formel 10.) 



m 



y __ a?y'&(8nu+i48n*u+ilsn*u |-i4 8n''"+^) 

i+Dsn'ti+Psn*!« f-ösn^'^u 

ist, oder auch 
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12 m 

SO hat man unter anderen: 

n— 1 



m 



Ä- 



Der mittleren Gleichung gemäfs ist ^ = (— !)*• — , wie in §.152., und 



m 

m 



die beiden Werthe von -^ stimmen äberein, wenn man D=^n^.A nimmt; 

a 

wie in §.152. 



Der Coefficient a kann noch willkürlich gewählt und = 1 gesetzt 
werden. Dann ist 

n— 1 "• «»--1 m—2 

A V / A\T' ö^+ o ^*+ ö a?'....-f-aj'*+i 
1. A = (— Ij i 5 

Setzen wir also 

m m— 1 m— 2 

ü' = ax+a x^+a x^ \-x'^"'-^\ 

12 m 

K = 1-}- a x^+ a a?*«--«+öa?^"*9 

— P 1 

so ist JC=(— 1) ^ '-ir' Setzen wir — statt a?, so verwandelt sich 

m m— 1 

1 m 

V in IH ....+ 



Aus der Gleichung x = }/A.sntf folgt 8x = }/A.cnti.dnti.dti 
= ,/&.j/[(l-4)(l-*aj')].öii, also du = ^fc^(i_2^^.^^«) , wenn 
a = — ^^^ — gesetzt wird. 

12 m 

Der Nenner i+ax'^+ax** f-ao:^'" = T ist einerlei mit 

12 m 

l+Dsn'^fi+Dsn*!! [-Dsn^u und also nach Formel (3.) §.162. 

Im(iifi) — «Mmw = log F. 

Differenziiren wir diese Gleichung zweimal nach einander, so erhalten wir 

37» 



284 i2. Gudermann, Theorie der Mod,^Funct und der)Mod.^Integr, §. 164. 

«' (dn' (««) — dn' «) = ^ , oder «' ä' (sn' u — sn' {na)) = ~ , 

Setzt man in dieser Gleichung u+iK' statt ti^ so bleibt du angeändert, aber 

logF verwandelt sich in logü^— (2m4-l)logir; daher verwandelt sich die 

Gleichung (2.) in 

f d\ogU \ f dlogx \ 

n k(-T — vF-j = 5 (2m+l) ?^ , oder 

Entwickeln wir nnn noch die in diesen Gleicbangen vorkommenden 
Differenzial- Verhältnisse. 

Es .St ölogr=-^, also -^ = -p;^ = ,/&.^.-A jT-:^^^, 

also 

oder /^logF^x 

J_ \ du ) _ 
k' du ~ 

d'V i-2ax*+x* er (-2ax + 2x*) d*r i-2ax'+x* 

Bx* ' V '^ dx' V dx* ' r 

Wird dieser Werth in der Gleichung (2.) sabstituirt, so verwandelt sie sich in 

2'V i-2ax' + x* dV (-2ax+2x') dV i—2ax*+x* _ ,/ , IPs 

oder auch in 

Ferner ist ^ = ^ = ,/feY(i-2ax'+.0 . ^,^^ .^^ 
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nnd wie vorher findet man 

„/ölogTN /,,ö'r du dU\ „,, du, ^ ,, 

T öii V' {i-2ax+x) + jj, 

Werden diese Werthe in der Gleichung (3.) substituirt, und beachtet man, 

dafs 2«n+l = »^ ist, so hat man 

n* nW* Crd^V dU dU\(i—2ax'+x*) ,,, n' , „„ ötT (— «as+x«) 

■?■ IT = y^'d^-di'Bi) V «'^ + ^+2£^-ä^ W ' 

oder 

Vertauscht man in dieser Gleichung ü mit V, so erhält man eine Gleichung, welche 

mit der Gleichung (4.) ganz dieselbe ist; wie es im Voraus zu erwarten war. 

Aus der Gleichung X=^k.sn (nu) folgt dX = n . d « /& . cn (nu) dn (nu), 

gJ!C=(-l)~ ^^^-^^^ ist, so erhält man 



oder -5— = »•— 7F7 TT T' ""<' ^^^ ■^=(— 1) --E^, also 



r 



"-' reu-udv 



/K»"— ^)(»^-*^] 



Man kann aus den nun entwickelten Gleichungen einmal V und dann 
U eliminiren und erhält dadurch eine Differenzial-Gleichung* zur Bestimmung 
von U und eine zur Bestimmung von V; indessen ist die combinirte Anwendung 
der Gleichungen (4.) und (5.) zweckmäfsiger, wenn es sich darum handelt, 

12 3 m 

die Coefficienten Oy a, a, . . , . a in den Ausdrücken V und W zu berechnen. 
Es hält nicht schwer, die dazu dienenden Recursionsformeln aus den Gleichungen 
(4.) und (5.) herzuleiten, indem man für U und V die arithmetischen Formen 
selbst substituirt. Da die Ausdrücke der unbekannten Coefficienten aber im 
Fortgange sehr zusammengesetzt werden und die Anwendung der zu findenden 
Resultate selten oder gar nicht nöthig ist, so wird es hinreichend sein, hier 
den Weg gezeigt zu haben, auf welchem die allgemeinen Ausdrücke von 

13 3 

a, üy a etc. gefunden werden können. 

(Die Fortsetzung folgt.) 
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dx^ 



13. 

Note sur Fint^gration de requation -^ = x'^.y par des 

integrales d^finies. 

(Par E, E, Kummer, Dr. en phil. ä Liegnitz,) 



xJans an memoire de ce Journal tome XVII. page 371 M. Lobatto a pro- 
pose cette equaüon differentielle comme un objet de recherches utiles mx 
progres de l'analyse. C'est par cette raison, qne j'exposerai ici eo peu de 
mots un resultat qui servira a integrer cette equation par des integrales 
definies, toutes-les-fois que Texposant m est un nombre entier positif. 
Seit z = yj{x) Tintegrale complete de Tequation 

^' dx^+^ "^ ^ '^' 

je dis qu'on aura Tintegrale complete de requation semblable 

^- daf^ ^ y 

exprimee par Tintegrale definie 

3. y = p vT'-^.e^ '"+".v^(a:w)rffi, 

en etablissant une equation de condition convenable entre les i»+l constantes 
arbitraires de Tequation (!.)• 

Pour demontrer cela je differencie Tequation (2.)9 ce qui donne 

da?"+^ dx ^ 



Substituant dans cette equation les valeurs de y, -^ et . ^^ , tirees de 
requation (3.) et observant qae Tequation (1.) donne 



on a 



5. aj^-y^ j^Jm+»-l g m+n ,tp(^x.u)du 

= x'^f II"*. c" '^^'^ .ip\xu)dn + mx'^'-^ P u'^'^Kf '^■^'' .ip{x.u)du. 
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La legitimite de cette equation se demontre facilement au inoyen d'une simple 

differentiation de la quantite tt"*.e ""-^^ .yj(xu) par rapport a la variable u, 
d'oü Ton tire 

Cette equation, etant multipliee par x'^~'^ et integree entre les limites 
et oc, donne precisement requation (5.). De la suit que la valeur don- 
nee de y est Tintegrale complete de requation (4.) et par conseqvient eile 
exprimera aussi Tintegrale complete de requation (2.)? si les n+i constantes 
arbitraires qu'elle contient, satisfont a une certaine equation de condition, 
qu'on trouvera facilement dans chaque cas particulier. 

L^application repetee du theoreme que nous venons de demontrer 
donne successivement les integrales de Tequation proposee pour les cas 
m = l, m = 2, m = 3 etc. , au moyen de Tintegrale connue de Tequation 

= j5. Si Ton designe cette integrale par xp^n^x)^ ainsi que 



da?" 
on aura Tintegrale de Tequation 

•»QO __ JZ 

y == I e *+^ \p{n-\-\^xu)dUy 

et observant qu'on doit avoir -^-^=0 pour a: = 0, on trouve Tequation de 
condition 

2ni 471t 2n7ii 

ce qui s'accorde avec le resultat que Mr. Jacobi a donne dans ce Journal 
tome X. page 279. 

Pour le cas m = 2 on aura Tintegrale de requation 

-dt = "^y- 
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et parcequ'on doit avoir -j^ = et ^^_^^ =0 pour a: = 0, od aura dans 
ce cas les deux eqnations de condition 

27ti 4711 2(n+l)m 

47Tt 8rai 4(n+l)n» 

De la möme maniere on trouve Tintegrale de reqnation 



avec les trois equations de condition 

2m- 471» 2(w+2)7ii 

47tt 8yf» 4(»+2)7it 

C+e -+*Ci+e~"+'C,+.-..+ e "+' C,+, = 0, 

6yr» 12m' 6(»4-2)7i< 

En continnant ainsi, on trouvera les integrales de Tequation -^-^ = o?*". y pour 
toutes les valenrs entieres et positives de Texposant m. 
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14, 

Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzehi 

einer Gleichung. Allgemeine 8fttze über Congruenzen 

nebst einigen Anwendungen derselben. 

(Von Theodor Schönemann za Berlin.) 
(Schlafs der Abhandlang No. 11. im vorigen Heft.) 



Anwendung des Vorhergehenden auf die Zahlen-Theoriee 



W ir fanden so eben den Coefficienten von Oa, Oo, .... a^ gleich 
p-T-i^ -i-^ — —m (— lr~*. Da dieser Ausdruck eine symme- 

'^ 1.2....ft.l.2....v.l .2....p ^ ^ '' 

frische Function der Wurzeln der Gleichung a^— 1=0 ist, so mufs er 
nach §. 2. eine ganze Zahl sein. Hiervon kann man sich nun auch leicht 
auf anderem Wege überführen. Es ist nämlich /^ + y+ (> + •••• entweder 
kleiner als m oder gleich m; für den ersten Fall ist aus der Lehre der 

Combinationen bekannt, dafs — t-s -r-ir- j-ö ©ine ganze Zahl 

' 1.2....fi.l.2....i/.l .2....^ ® 

sei. Für den zweiten Fall mögen x Elemente a, gleich Qi, y Elemente a, 
gleich a2, z Elemente a, gleich a^ etc. werden, so wird p =,aa? + yy + (;j5 + "« 
werden, also auch durch den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von /tt, 
V, (/ etc. der durch d bezeichnet werden mag, theilbar sein. Ich behaupte 

nun S . ^ ' "".^o ^ i"i^ werde eine ganze Zahl sein. Um dies zu 

beweisen setze man . ^ ' ' '.To a o 9 nachdem man es auf sei- 

nen kleinsten Nenner gebracht, gleich -^^ Es folgt nun leicht, dafs H'-jf^ 

v-ff^ (fjF etc. ganze Zahlen sein werden. Es mufs folglich K ein Thei- 
ler von fi, V, () etc. sein. Da aber der gröfste gemeinschaftliche Theiler 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Hft.4. 38 
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dieser Zahlen J ist, so mufs K ein Theiier von S^ demnach d-j^ und da- 

her auch p— 7 » ' "'\ o — — 7-0 ebenfalls eine ganze Zahl sein. 

Kehren wir uns jetzt wieder zur Betrachtung* des Coefficienten von 
^(n-*) in der Entwicklung des §. 4. Wir fanden das allgemeine Glied 

dieser Coefficienten gleich a«, a„, .... a, -Sa**^'^"^^'^* ■*""^^^, wo a, + 

öaH hCim gleich &/? war. Wurden nun p— m Elemente a, die mit 

öp-m+19 cip_^+2, dp bezeichnet werden mögen, gleich 0, oder Viel- 
fache von py so ging -2*«**' »+*»*«»+ ^^p^p j^ ^in bestimmtes Vielfaches von 
^^a.li+a,5,+....+a;„$^ ^j^^^ Diesor Ausdruck war aber nach seiner jetzigen 
Bedeutung gleich 

p[C,.-o-SC,_x>.,+ ...(-ir-^2.3....m~l] i^2....f^.i.2....v.i.2....e ' 

wo ,u, Vy (> etc. andeuten wie viele unter den Elementen Qi, Q2, a„, 

als gleich zu achten sind. Da der in Klammern eingeschlossene Ausdruck 
als symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung a^ — 1=0, eine 
ganze Zahl sein mufs, so wird offenbar ^««•^•+«««*+ +-m5m ^in Viel- 
faches von p sein, wenn nicht 1 .2....^.! .2....}^.1.2....(> in 1.2.3....J9 
übergeht. Für diesen Fall, wo tti = aj = a3....ap werden müfste, findet 
man den Werth von ^a*' ''*''"*^"^ ^ = 1. Setzen wir nun voraus, die 
Coefficienten der ursprünglichen Gleichung ai, Oj, .... a« seien ganze 
Zahlen, und bezeichnen wir die Gleichung für die /?**" Potenzen der Wur- 
zeln dieser Gleichung durch ä" + 61 ä**"^ + 6„ = 0, so folgt dafs 61, 

629 . . • . Ky nach dem Theiier p^ dieselben Reste wie Oi, oj, .... a^ las- 
sen werden, oder dafs im Allgemeinen a^ ^ b„, (mod. p) sei. — Wäre 

die vorliegende Gleichung (oj + l)'' = 0?** + aa:"~' + (-1=0, wo a eine 

ganze positive Zahl bedeutet, so müfste die Gleichung für die p^"" Poten- 
zen der Wurzeln dieser Gleichung von der Form j5"+(aP+p-4)Ä*'~*H 

= ü sein. Man sieht aber auch unmittelbar ein, jene Gleichung werde 

(;5 -f 1)« = ;5«-)- ««""^H 1-1=0 sein, wenn p eine ungerade Primzahl 

bedeutet. Aus der Vergleichung der ersten Coefficienten beider Gleichun- 
gen findet man a^a^-^-pA; oder, da A eine ganze Zahl bedeutet, 
a^a^ (mod. p). Der Fermatsche Satz: dafs o^' eb 1 (mod. p) sei, wenn 
a nicht ^ (mod. p) ist, folgt unmittelbar aus jener Congruenz. 



^ 
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Wendet man nun das erhaltene Resultat auf die obige Congruenz 

6,„ ^ dC (naod. p) an , so erhält man 6,„ ^ a„, (mod. p). Wir können dem- 
nach folgenden ganz allgemeinen Satz aufstellen: 

Die Gleichung für die p^° Potenzen der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung a?"+Oia:"~^ + «-- + a„, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, ist 
in ihren entsprechenden Coefficienten, denen der gegebenen Gleichung nach 
dem Modul p congruent, wenn p eine Primzahl ist. 

Um aus dem Werthe von ^a"'""*^"*^'^ ^''"^'« einige für die 
Lehre der Congruenzen interessante Folgerungen zu ziehen, wollen wir 
diesem Ausdruck eine andere Form geben. Bedeutet also p eine Prim- 
zahl, so bemerken wir zuerst, dafs ^a'^'5'+^^»+ +"m€m g^i„g„ ^^rth 
nicht ändern werde, wenn man statt a irgend eine ganze Potenz dieses 
Ausdrucks setzt, wenn der zugehörige Exponent nicht durch p aufgeht; 
denn auch diese wird eine primitive Wurzel der Gleichung af — i=0 
sein. Setzt man also nach der Reihe in jedes einzelne Glied jener Summe 
für a auch a% a% «*, .... a^^ und addirt alle diese Ausdrücke, so wird 

man {p -1) ^a"'^''^'*'^''^'""^"'^^" erhalten. Jeder einzelne Ausdruck 
^a.i.+fl,& + ....+a^,i:„, aber wird zu den übrigen (/? - 2) Ausdrücken 

^2(aili + .... + «,/,lm) I ^3(a,i, + .... + a„j$^) ^^^ ^p-i («i 1, 4- .. .. + «,« $w) addirt 

gleich —1 werden, wenn ai?i+ 02^2 + ••••+ ci,„l,„ nicht durch p aufgeht, 
und gleich f— 1, wenn dieser Ausdruck durch p aufgeht. Nennt man jetzt 
gf die Zahl, welche anzeigt wie oft Cii§i + (i2S2 + '*"+(tm^m durch p aufgehen 
kann, indem man für die Zahlen f verschiedene Werihe aus der Zahlen- 
reihe 0, 1, 2, . . . . j9— 1 einsetzt, so erhält man 

(p-l)-2'a"^^'^''^'^--*-^-^- = -.(p,p^i.p^2,...p^m+i) + q + {p-i)q 

= — (p.p—1 .p — 2. .../?— m+lj+pg^« 
Es giebt nämlich so viele verschiedene Ausdrücke von der Form Qi fi 
+ Ci2^2 + "" + CimSm9 «'s mau p Elemente, nämlich 0, 1 , 2, ....p— 1, 
zu m combiniren und . dann permutiren kann. Diese Zahl ist aber be- 
kanntlich p .p —i . p — 2 p — m + 1. Alle jene Zahlen als Exponenten 

zu a\ o^, a^ .... a^^ gesetzt geben die Summe jener Ausdrücke nun 
offenbar gleich — (p.p — l.p — 2....p — m+l) + pg^. Setzt man nun für 
^^«,S, + a,$,+. .. + a^5m g^jjjg^ frjjj^r gefundenen Werth, so kann man 
also leicht q bestimmen. Bezeichnen wir mit Q die Zahl der Fälle, in denen 

38* 
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Öl ^1 + Ö2 ^2 + 03 ^3 + + a,„ £,„ durch p tbeilbar werden kann, un- 
ter der Voraussetzung, dafs die Lösungen der unbestimmten Congruenz 
eil li + 02^2 + ••••a„,|„, :^ (rood. /?), die durch Vertauscbung der gleichen 
Elemente a hervorgebracht werden, nur fQr eine zahlen, so wird q offenbar 

1.2 iitA.2 vA.2 ifQ, wo fi^ v^ p etc. andeuten, wie viele unter 

den Elementen a als gleich zu achten sind. Geht nun ai + a2 + (l3+*'** + ci„, 
nicht durch p auf, so wird nach dem Obigen ^«"'*'^^*^»"''--+^"»^"» 
gleich 0; wir erhalten demnach = — (p.p— 1 ./>— 2 p — m+lj+pg^, 

oder 9 = p-l.p-2.p--3....;,-i»4-l und g = /zT.^M-^.^.C^'^^.*? ^ 
das heifst also, die Anzahl der verschiedenen Lösungen der Congraens 

0, 1, + 0, ^j + • • • • + a„. |„ (mod. p) ist gleich ^~ '^~ o""^~.'V" ^ , 

wenn tti + a2 + •••• + ci„, nicht ^ (mod. p) und m nicht gröfser als p 
ist, ferner in jeder einzelnen Lösung die Zahlen f unter einander ver- 
schieden sein sollen, und u, Vy q etc. die Anzahl der unter einander glei- 
chen Elemente a andeuten. Geht ai + ci2H \-a„, durch p auf, aber keine 

kleinere Anzahl dieser Elemente, so fanden wir oben ^a"'*'"^"'""^ •••+*"*^ 

= p.l.2.3 m — 1(— l)''*"^ , wir erbalten folglich für diesen Fall 

j».p — 1.1.2.3 m — 1 (— 1)"*~* = — (p.p — i p — m + i)+pq oder 

q = (|, -1.^-2 ;? — m + l)+1.2.3 m -1 (— l)*" ^;? — 1 und 

n = p-'i'P-'2....p^m + i 1.2.3....m-~i.p — 1 ^ . ^_, p,^ 

^ i.2....fi.l.2....v.l.2....(» i.2..../Ei.l.2....i/.1.2....(» ^ '^ 

Anzahl der verschiedenen Lösungen der Congruenz aifi + a2f2 + **"+ci^lm 

beträfft also p-1.p-2....p~m + l 1.2.3....m-l.p-< . ^ ^ 

® 1.2....^.1.2....v.l.2....(> ' 1.2. .../Ei. 1.2.. ..v.l. 2....^ ^ ^ ' 

wenn ai + Cli-l f-ci,„^0 (mod. p) ist, aber die Summe einer kleineren 

Anzahl von den Zahlen a nicht durch p aufgeht. 

Diese Sätze sind um so merkwürdiger, da sie wesentlich mit der 
Natur der Primzahlen zusammenhängen und zu gleicher Zeit auf die eigent- 
lichen Elemente einer Untersuchung über unbestimmte Congruenzen des 
ersten Grades hinweisen. Da uns indessen ein tieferes Eingehen in dieselbe 
hier zu weit führen würde, so gehen wir zugleich zu dem folgenden Haupt- 
satz dieser Untersuchung über. 
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§. 5. 
Lehrsatz. Wenn eine Gleichung vom w**'° Grade 

x^ + aix''~^ + a2x'"'^'\ hÖH = 0, 

deren Coefficienten a^^ ch'i ••.• o» alle ganze Zahlen sind, die Summe der 
(jw— 1)**° Potenzen ihrer Wurzeln, die Summe der 2(j9— 1/*° Potenzen ihrer 
Wurzeln, . . . ., bis endlich die Summe der «(/?— 1)'*° Potenzen ihrer Wurzeln, 
jede einzeln congruent n (mod. p) ergiebt, und p ist eine Primzahl, von der 
wir zuerst voraussetzen, dafs sie gröfser als n sei, so hat die Gleichung, 
als Congruenz nach dem Modul p aufgefafst, n reelle Wurzeln. 

Beweis. Bezeichnet man die n Wurzeln obiger Gleichung mit Xx^ 
Xii . . • . x^y SO erhält man nach der Annahme 



^1 +X2 H ha^n = ^'rVnPy 

WO yi, ^2^ .... tfn ganze Zahlen bedeuten. Verschwänden nun alle 
durch y bezeichnete Zahlen, so würde ans dem System jener Gleichun- 
gen folgen, dafs jedes x der Gleichung {xl^^ — if = genfigen mfisse; 
denn die Wurzeln dieser Gleichung entsprechen dem obigen System von 
Gleichungen, wenn die Zahlen y in ihnen verschwinden; daher folgt auch 
umgekehrt, da obige Ausdrücke die Gleichung vom i»^° Grade für die Wur- 
zeln xp', ar?"*, .... a?^ vollständig bestimmen , dafs diese Gleichung mit 
der Gleichung (0?^"* — 1)" übereinstimme. Verschwinden nun aber die 
verschiedenen Zahlen y nicht, und man denkt sich die Coefficienten von 
der Gleichung der (p— 1)'*° Potenzen der Wurzeln der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung entwickelt, so folgt, dafs die Coefficienten dieser Glei- 
chung, die wir durch y(a?^"'') = bezeichnen wollen, den entsprechenden 
Coefficienten der Gleichung (op^""^— 1)" = nach dem Modul p congruent 
sein werden. Denn die Bestimmung der Coefficienten einer Gleichung 
aus den Potenz - Summen hat für die Congruenzen denselben Sinn wie 
für die Gleichungen; da jedoch bei der Bestimmung eines Coefficienten 
einer (« — A)**" Potenz der Unbekannten durch die Summen der ersten, 
zweiten, .... A^^"* Potenzen der Wurzeln der Gleichung, die Nenner 
1 , 2, .... A in die Rechnung treten, so setzen wir n^ folglich auch n — k 
kleiner als p^ weil bei einer ganzen Zahl, die unter der Form eines Bruchs 
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erscheint, in dessen Nenner auch p als Factor eintritt, der kleinste Rest 
dieses Bruchs nach dem Modul p nicht ungeandert bleibt, wenn man die 
Zahlen im Zähler um beliebige Vielfache von p verringert oder vermehrt. 
Da wir jedoch p'^n angenommen haben, so folgt aus dem Vorigen 

wo b„y 6„_i, .... 60 ganze Zahlen oder bedeuten. 

Bezeichnen wir nun die p —2 Wurzeln der Gleichung ^ — = 0, 

CD — — 1 

durch ßi^ /^2 9 • • • ßp-2^ so folgt aus §. 3. folgende Gleichung: 

^(a*-^) = {X'-Xi)iX'-ßiXi){x — ß:iX^)....{X'-ßp_2Xi). 

{x—X2){x — ßiX2){x-' ßiX^ ...•(o: — ßp—2^2)' 

{X—X„){X — ß,X^){x-ß2X^)....{X'-ß^2Xn). 

Da die Wurzeln der Congruenz x^""*— 1 e= (mod. p), die Zahlen 1, 2, 
3, . . . . p — 1 sind, so müssen die Coefficienten der Entwicklung von 

{x—Xi) {x — ßiXi) {x — ßj,^2^i) und die entsprechenden der Entwicklung 

von (a:--a?i)(aj— 2a:i)(a:— 3a?i)....(a? — (j9— l)a?,) nach dem Modul p congruent 
sein. Man erhält demnach folgende Gleichung 

{x — x^) (x.— ßiXi) (o;— Aa^i) . . . . (a: -/?p_2a?j) = 
(a?-a?i)(a?— 2a;,}....(aj~(p--l)a?i)+p[c^_ia5f'^ + Cp_.2<"^a?+etc.], 
wo Cp.i, Cp.2 etc. ganze Zahlen oder bedeuten. Eben so erhält man 

{x — X2) {X — ßi X2) . . . . (jJ — ßp-.7 X2) 

= (a? — a?2)(a? — 2a;2)....(a?— (p— l)a?2)+p(Cp.iajp^ + Cp_2a?^"^a?+etc.) 
und ähnliche Gleichungen für 0:3, x^^ .... x„. 

Denkt man sich nun alle diese Ausdrücke für a?i, a^2^ . . . , x^ un- 
ter einander geschrieben, und multiplicirt alle rechten Seiten dieser Glei- 
chungen in einander, so wird das Product eine symmetrische Function 
von 0^1, 0^2, .... x^ sein; folglich wird jede Potenz von x mit einem 
ganzen symmetrischen Ausdruck von x^^ 0:29 .... x^ verbunden sein, der 
also nach §. 3. durch eine ganze Zahl sich wird darstellen lassen. Aus der 
Bildung dieses Products leuchtet aber auch ein, dafs die Coefficienten desselben, 
den entsprechenden des Products 

{X'-'Xi){x—2xi) (x — (p— •l)a?i) 

(a? — a^)(a?— 20:2) (o:— ^p—lja^j) 

{x-Xn){x'-2xn) (a:-(p-l)a?„) 
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nach dem Modul p congruent sein werde. Dies letzte Product besteht 
aber auch, wenn man die in den Yerticalreihen stehenden Factoren ver- 
einigt, aus folgenden Factoren: 



Demnach erhalten wir nun schliefslich 

[a;~+3aia:"-H3'a2a:~-H..-.+ 3»aJ. 

+ J^ (rf«(p-j) + rfn(p-i)-i a? + rf„(p_i)-2 a?^ + etc.], 
wo die Buchstaben d ganze Zahlen bedeuten. 

Der erste Ausdruck für (p^af"^) ist nun, wenn x irgend eine ganze 
Zahl Xi bedeutet, die durch p nicht aufgeht, durch p theilbar, folglich 
mufs es auch fflr diesen Fall der zweite Ausdruck für (fiaf^^) werden, 

daher mufs irgend ein Factor a:*+^aiaj""'H h.^"«*, wo fi eine der 

Zahlen 1, 2, 3, .... p—1 bedeutet, fär x=^Xi nach dem Modul p congruent 
werden. Hat aber die Congruenz a;"+^aia:*""^H — •+jtt"a„^0 {mod. p) 
die Wurzel x^^ und bestimmt man li so, dafs Xi^/u^i (mod. p) ist, so 
folgert man leicht, dafs li eine Wurzel der Congruenz 

a:'* + aia:"~^ + a2a:~"^ + '-' + o« (mod. jö) 
sein werde. Wir erhalten demnach die Gleichung 

l7+Oi^r' + a2^"'+-- + o« = ep, 
wo e eine ganze Zahl bedeutet. Zieht man diese Gleichung von 

a;''+o,a;""'+a2a:"^^H f-o« = 

ab, so sieht man leicht, dafs das Resultat sich werde auf die Form 

bringen lassen, wo A|, A2, .... k^^i ganze Zahlen bedeuten, die von ai, 
02, .... a,^i und von || abhängen. Es ist aber offenbar, dafs die symme- 
trischen ganzen Functionen der Wurzeln der Gleichungen 
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(a:-^,)(a:'-' + Ariir-- + ...- + Ä„_i)-ep = und 

nach dem Modul p cougruent sein mfissen; denn die entsprechenden CoeF- 
ficienten in beiden Gleichungen, von welchen jene ganze Functionen sind, 
stimmen nach dem Modul p überein. Da also auch die verschiedenen 
Potenzsummen der Wurzeln beider Gleichungen nach dem Modul p con- 
gruent sein müssen, und If"^ ^ 1 (mod. p), so werden auch die Polenz- 

summen der Wurzeln der Gleichung a:""^ + k^ o;*""^ H 1- &„_i = 0, wenn 

sie zu einem Exponenten gehören, der ein geringeres Vielfaches von p—i 
ist als n anzeigt, nach dem Modul p congruent n— 1 sein müssen. Demnach 
wird nach dem Vorigen die Congruenz 

a:"-' + Äia?"-' + -. .. + &, = (mod. p) 
wenigstens wieder eine reelle Wurzel haben, die auch offenbar eine Wur- 
zel der Congruenz x^ + Oi a?""' +••••+ a^ ^ (mod. p) sein wird. 
Durch fortgesetzte Anwendung derselben Schlufsfolge beweist man leicht, 
dafs die vorliegende Congruenz, unter den vorausgesetzten Bedingungen 

n reelle Wurzeln haben werde, oder dafs a?" + ai a;"~* H h ö« sich 

werde auf die Form (x — liK^^-- ^2) •••(>p — ^J +p(Ä^*'"^ + AiP"~^H ) 

zurückführen lassen, wo li, I29 •••• fn und ßi^ /i}, etc. ganze Zahlen 
bedeuten. 

Ich behaupte nun, dafs die Realität der Wurzeln der Congruenz 
a;" + öl a?"""^ +•••• + a„ ^ (mod. p) schon durch die Aussage bestimmt 
sei, dafs die Summe der (/>— l)'*"" Potenzen der Wurzeln der Gleichung 
a:"+aia:"~' + - •• + o„ = 0, so wie die Summe der 2{p-iy'% Sip-i^^ ... 
... (w— 1)(/>— ly*" Potenzen dieser Wurzeln congruent n sei, wenn o„ 
nicht 5^0 (mod./?) ist. Es folgt nämlich, wie vorher, dafs die («—1} er- 
sten Coefficienlen von cp (a^ ') mit den (» — 1 ) ersten Coefficienten von 
(a^~^— 1)" nach dem Modul p congruent sein werden. Aus der 2'*" Dar- 
stellung von (fixT-^) folgt aber, dafs der letzte Coefficient jener Entwick- 
lung E^ (1 .2.3....p— l)*aj;""^ (mod./?) sein müsse. Diese Zahl ist aber 
nach dem Ferma/schen und Wilsonschen Salze ::=(— 1)** (mod./?), wenn 
a» nicht e^ (mod. /?). Demnach stimmt also auch der letzte Coefficient 
von (p(x^^) mit dem letzten der Entwicklung von (a?^"^— 1)* überein. 
Da also auch für diesen Fall die erste Form von (piaf"^) gerechtfertigt 
ist, so folgt alles wie vorher. Zugleich ist ersichtlich, dafs der ausge- 
sprochene Satz sich auch auf Congruenzen vom /?^*" Grade erstrecke. Denn 
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bei der Bestimmung der (p— I; ersten Coefficienten von (p(a^~^) durch die 
Potenzsummen können nur Nenner eintreten, die kleiner als p sind, und der 
letzte Coefficient mufs, wie eben gezeigt, von selbst mit dem letzten Coef- 
ficienten von {af'^—iy nach dem Modul p congruent werden. 

Es sei nun k oder der Grad der Gleichung kleiner als 2py und die 
Coefficienten von (p{af'''^) seien ^i, -^29 ^39 ••• -^«, so kann man sich der 
bekannten Formel 

bedienen, um die Coefficienten aus den Potenzsummen abzuleiten. Man 
schliefst, wie vorher, dafs, so lange m kleiner als p ist, die Coefficienten 
Ai^ -^21 .... Ap^i mit den entsprechenden der Entwicklung von {af^—iy 
übereinstimmen werden. Hei A^ tritt indessen der Nenner p ein, und wir 
dürfen daher unsere Schlüsse nicht auf diesen Coefficienten ausdehnen. 
Indessen reicht es hin zu wissen, Ap müsse sich durch irgend eine ganze 
Zahl darstellen lassen. Wird diese einmal durch V bezeichnet, so folgt 
[p + 1] + Ä,[p] + ^[jE^-1] + •••• + ^"[1] + {p + i)Ap,, = 0, wodurch 
Ap^i auch für unsere Untersuchung unzweideutig als lineare Function von 
V bestimmt ist. Auf ähnliche Weise ist Ap^.2 als lineare Function von 
Ap^i^ folglich auch von Aj, bestimmt. Dehnt man diese Schlüsse bis auf 
An aus, so mufs auch dieses eine lineare Function von A^ sein. Nun ist . 
aber ^^^(—1)", folglich ist auch Aj, durch eine lineare Congruenz be- 
stimmt. Da es demnach nur einen Werth geben kann, der A^ entspricht, 

und ein solcher — '- ~i~2~~~ — ^^^^ ^^ ^^^^ ^^^^ überhaupt 

ip{af^^) in seinen entsprechenden Coefficienten mit (ay^— 1)* congruent sein. 
Ist der Grad der Gleichung aber 2p , so tritt diese Zahl wieder in 
die Nenner der Rechnung, weshalb dann noch besondere Bedingungen 
nöthig werden, um die Realität der Wurzeln zu verbürgen. - Dafs es 
in der That Congruenzen vom Grade 2p geben könne, deren Potenz- 
summen jedes Grades congruent ü werden, ohne dafs sie selbst eine 
reelle Wurzel hätten, davon geben die Congruenzen von der Form 
x^^+aaf-^-b ^ (mod. p) ein Beispiel. Denn diese Congruenzen erfül- 
len immer die erste Bedingung ohne immer die zweite zu erfüllen. Wir 
wollen uns indessen jetzt nicht auf eine weitere Erörterung dieses Satzes 
einlassen, sondern die erhaltenen Resultate lieber noch einmal folgender- 
mafsen zusammenfassen: Die Wurzeln einer Congruenz vom viS^^ Grade. 

Crelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. i. 39 
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deren letzter Coef&cient a^ nicht ^e (mod.p) ist, werden sämmtlich nach 
dem Modul p reell, wenn die (/?— 1}*® Potenzsumme der Wurzeln, so wie 
die 2(p-l)<^% 3(p~l)<^S («-l)(p-l)^« Potenzsumme dieser Wur- 
zeln ^n (mod. j9) wird; vorausgesetzt n sei nicht gröfser als p, Ist aber 
n gröfser als p und kleiner als 2p , so wird zwar die p(p— 1)*® Polenz- 
summe, nach dem Früheren von selbst der (/?— 1)^®° Potenzsumme con- 
gruent; es tritt aber hier dafflr die neue Bedingung ein, dafs auch noch 
die «(/?— 1)*® Potenzsumme der Wurzeln congruent n werden mufs, um die 
Realität der Wurzeln zu verbürgen. 

Zusatz. Die Congruenz af—a^O (mod./?) hat p reelle Wurzeln, 
deren jede ^a ist. Wie vortheilhaft die Betrachtung der p, wenn auch 
gleichen Wurzeln jener Congruenz sei, mag aus Folgendem erhellen. 

Die ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln der Gleichung 
0?^— 1=0, und der Congruenz af—i^O (mod.p) müssen nach dem Modul 
p congruent werden, da die Coefficienten , von welchen beide dieselben 
ganzen Functionen sind, gleich sind. Ist nun a eine Wurzel der Gleichung 

— -^-j- = 0, so müssen die Entwicklungen 

. . . . [x* + ai a*^' a:"-* + »2 a"^^'^ a?— ' + •••• + «"^^-*^ o J 
und von (x" + aiO?""* + a2a?""^H \- OnY in ihren entsprechenden Coef- 
ficienten nach dem Modul p congruent werden. Das heifst also, die Glei- 
chung für die p^^^ Potenzen der Wurzeln mufs in ihren entsprechenden 
Coefficienten der ursprünglichen congruent werden, wenn der Modul p eine 
Primzahl ist. Ein Resultat, das auf etwas verwickelterem Wege schon in 
§. 4. gezeigt worden. 

§. 6. 
In einer frühern Abhandlung dieses Journals habe ich gezeigt, wie die 
Beweisart von Lagrange für mehrere specielle Sätze des Reciprocitdts-Theo- 
rems im Grunde auf dem Satze beruhe, dafs (1— «)(1 — a^).,..(l— a"~*) = «, 

j A r (l-aO(l-«*)(l— «')... .d-«'^) , -iN^ / 
oder dafs ^^ — ^^ ^,_/ (— 1) =1^» s^^ wo a 

eine primitive Wurzel der Gleichung a?**— 1=0, und n eine ungerade 
Zahl andeutet. Diese Gleichung konnte indessen nur dann mit Yortheil 
auf die Congruenzen angewendet werden, wenn n ein Theiler von p—1 
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oder j9 + 1 war, wo p den Modul andeutet. Wir wollen jetzt zeigen, wie 
dieser Satz, anders benutzt, nicht allein zum vollständigen Beweise des Re- 
ciprocitätsgesetzes fährt, sondern zugleich auch auf eine reiche Quelle weit 
verzweigter und tief liegender Wahrheiten hinweist. Zu diesem Ende 
schicken wir aber folgenden Hulfssatz voraus. 

Bezeichnet n eine Primzahl und a eine Wurzel der Gleichung 

— = 0, ferner fa eine ganze rationale Function von a die ungeändert 

bleibt, wenn man statt a irgend eine ganze Potenz dieses Ausdruckes setzt, 
vorausgesetzt der zugehörige Exponent gehe nicht durch n auf, so wird sich 
fa durch eine ganze Zahl darstellen lassen. 

Beweis. Nach der Voraussetzung wird /'a + /'tt^+/'a^ + ••••+/«**"' 
z=[n—i)fa, der Ausdruck auf der linken Seite ist aber offenbar eine 

ganze symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung j- = 0, 

folglich nach §. 2. eine ganze Zahl; bezeichnen wir diese durch Z, so er- 

halten wir Z = («— 1)/"«, folglich fa= ^ » Bildet man nun das Pro- 

(Z \«— I 
— — pj , zugleich 

aber auch eine ganze symmetrische Function von den Wurzeln der Glei- 

chung — ^3j— = 0, also auch eine ganze Zahl. Ist nnn aber y ^\ 

eine ganze Zahl, so mufs offenbar -— t- selbst, oder fa eine ganze Zahl sein. 

Bedeutet g eine primitive Wurzel der Congruenz a?**"^— 1 ^ (mod. n\ 
so wird offenbar 

sein. Ist nun n von der Form 4/ij+3, so werden, da —1 quadratischer 
Nichtrest nach dem Modul n ist, die reciproken Werthe der Ausdrücke a^, 

a^\ a'^, .... a^**""^ in den Ausdrücken a^\ a^, a^\ .... «^""' enthalten sein. 
Wir erhalten somit die Gleichung 

(i-«o(i-«'-).-(i-«'"-Xi-^)0-^)--(i-i^) = « 

oder 

und daher, da (—1)^ =—1^ und der Nenner = a ^*'"' =1 wird, fol- 

39* 
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gende Gleichung (1— a^)(l— a^') (1— a^ j = ±i^— «, woher in Ver- 
bindung mit der ersten Gleichung auch die folgende hervorgeht: 

(l--a^')(l~a^)(1~aO....(l-aO = +}^-«- 
Wir können nun die beiden Ausdrücke (1— a^)(l— a^')....(l— a^ ) und 

(1— a^')(l--a^*)....(l— «^ ) als Wurzeln der Gleichung x? + n = ansehen. 
Bezeichnen wir den ersten Ausdruck durch (pig^)^ und den zweiten durch 
^[g\ so werden, wenn fi quadratischer Rest nach dem Modul n und ebenfalls 
eine Primzahl ist, folgende beide Gleichungen Statt ßnden: 

wo f(g^) eine symmetrische ganze Function der Ausdrücke a^, a^\ .... a^" 

und f{g^) dieselbe Function von a^\ a^, .... a^ andeutet. Aus den obi- 
gen Gleichungen leitet man nun leicht die folgende ab: 



_ g , „r f(g')y(g')+y(g')/'(g') -i 



Nun werden aber die Functionen 

i<p{9')y-' + {<p(9')y-' und ng'Mg') + cp(9'')n9') 
Ihren Werth nicht ändern, wenn man statt a irgend eine ganze Potenz 

dieses Ausdruckes , deren Exponent nicht durch n aufgebt, einsetzt; beide 
Functionen werden sich daher durch ganze Zahlen darstellen lassen. Be- 
zeichnen wir die erste durch Z^ die zweite durch Z', so erhalten wir, da 

(p{g^)(pig^) = n ist, Z = 2+/> Hieraus folgt leicht, dafs — eine ganze 

n " n 

Zahl sein müsse, und daher die Congruenz 

Z = {<p{9'))''-'+{<p{9')y-' = 2 (mod.p). 
Aus §.5. folgt hienach unmittelbar, dafs die Congruenz aj^+»^0 (mod.j»), 

deren Wurzeln q>{9'^) und (p{g^) sind, reelle Wurzeln habe; |/--ii wird daher 

reell, oder —n ein quadratischer Rest nach p, wenn p nach n ein quadra- 

tis^cher Rest ist. Ist p kein quadratischer Rest nach n, so findet man 

{v(9'))'^' + {v{9')y" = -2 (mod. p), 
da nun {(p {g^)y~^ + {(p {g^)y~'^ ^i 2 (mod. p) werden müfste, wenn |/—ij 
reell sein sollte, 2 aber nicht ^—2 (mod. ;?) werden kann, so folgt, dafs 
— n quadratischer Nichtrest nach p sein mufs, w^enn p nach n quadrati- 
scher Nichtrest ist. Ist nun n von der Form Am-i-i^ m aber ungerade, 

so werden die reciproken Werthe von a^, a^, a^, . . . . a^ in den Aus- 
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dräcken a^\ a^, .... a^"~ enthalten sein, und die reciproken Werthe 
von a^, a^, .... a^**" in a^' a^' .... a^**" . Bemerkt man noch, dafs 
ßi7*'+f/^+ ..+jir'»- _. i ig{^ gQ findet man leicht die beiden Gleichnngen 

(l-a^')(l^a.^j....(l>_ay'-^j + (l_«^^)....(l«a9«-^) = 0. 

Nennt man die einzelnen der hier auftretenden Producte Oo und Oj, ai 
und tib, so hat man also a,)+a2 = 0, »1 + 03 = 0, und nach der ersten 
Gleichung 00010203 = n, oder 0,^01 = 0203=+!/» und O1O2 = O0O3 
= + j/n. Die symmetrischen Functionen der Ausdrücke o^Oi, O1O2, 
0203, (hO() werden aber ungeändert bleiben, wenn man statt a irgend 

einen Ausdruck von der Form a^ setzt. Vermöge der nachgewiesenen 
Relationen unter den Ausdrücken o^, Oi, 02, 03 wird dasselbe auch schon 
von den symmetrischen Functionen der beiden Ausdrücke OyOi und O1O2 
gelten. Sehen wir nun beide Ausdrücke als Wurzeln der Congruenz 
a?' — «^0 (mod.p), so liegt die Entscheidung, ob diese Congruenz reelle 
oder imaginäre Wurzeln habe, sehr nahe. Man findet nämlich ähnlich wie 
oben die Congruenz (o,iOi)^^ + (oi02y"^ e^ 2 (mod. p), wenn p quadrati- 
scher Rest nach dem Modul n ist, und (o,)Oi)^"'' + (Oi02/~^^ — 2 (mod. pj, 
wenn p quadratischer Nichtrest nach dem Modul n ist. Ist also p nach 
dem Modul n Rest, so wird auch n nach dem Modul p Rest sein, und 
umgekehrt. Die angeführte ßeweisart erstreckt sich auf alle Primzahlen 
von der Form 4m+l, damit jedoch die wesentlichen Puncto klarer her- 
vortreten, will ich den Beweis noch für Primzahlen von der Form 8111 + 1, 
unter der Voraussetzung m sei ungerade, kurz durchführen. Bezeichnet 
also g eine primitive Wurzel der Congruenz x""*— 1^0 (mod. «), und 
setzen wir 

(l_a^')(l^aO ....(l~aO = 61. 



(l-ap')(l-.«y'»j....(l_ai/''-^) = b^^ 

so gelten folgende Gleichungen: 

6^+6, = 0, 61 + 65 = 0, 6, + 6o = 0, 63 + 67 = und 

6061626364656067 = «. 
Man findet ferner, dafs die symmetrischen Functionen der Ausdrücke 
60616263, 61626364^ 62636465, .... 64656067 ungeändert bleiben, wenn 
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man statt a einen Ausdruck von der Form a^ setzt. Vermöge der hier 
bestehenden Relationen, mnfs dasselbe für die symmetrischen Functionen 
zweier auf einander folgender Ausdrücke, z. B. von b^^b^bib^ und bib^b^b:^ 
gelten. Diese beiden Ausdrücke kann man als Wurzeln der Gleichung 
x^ — n^Q betrachten. Nun ßndet man aber durch die vorhergehenden 
Betrachtungen (60 6| 62 63)^'' + (61 62 63 64)^"' ^^ 2 (mod. /?), wenn p nach 
dem Modul n quadratischer Rest ist, und (6,, 61 62 63)^"'^ + (6162 6364)^"* 
^—2 (mod. p), wenn p nach n quadratischer Nichtrest ist. Demnach 
wird also p nach n Rest sein, wenn n nach p Rest ist, und umgekehrt. — 
Mit einem gröfseren Aufwand von Rechnung liefse sich der Beweis für 
das Reciprocitätsgesetz nach den angewandten Principien wohl mehr zu- 
sammenfassen, wir zogen indessen die einfachsten Schlüsse vor, da sie 
einestbeils genau mit den ersten Versuchen über den Beweis des Recipro- 
citätsgesetzes zusammen hängen, anderntheils das neu hinzugetretene Ele- 
ment der Untersuchung, in seiner Verbindung mit denselben Principien, 
welche der Kreistheilung zum Grunde liegen, klar zeigen. — Wenden wir 
uns jetzt zu einem ähnlichen Satz über die Congruenzen des vierten Grades. 

Bezeichnet also n irgend eine Primzahl, und lassen wir den übri- 
gen Buchstaben ihre Bedeutung, so kann man die beiden Ausdrücke 

(1 - a'') (1 - «0 .... (1 - «O und (1 - «'') (1 - «0 . • • . (1 ~ «'"^'). die 
wir durch A^y und Ai bezeichnen wollen, als Wurzeln einer Gleichung des 
zweiten Grades betrachten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind; denn 
die symmetrischen Functionen beider Ausdrücke ändern sich nicht, wenn 

man statt a irgend einen Ausdruck von der Form a^ substituirt. Man 
kann nun leicht entscheiden, ob diese Gleichung des 2^^° Grades, als Con- 
gruenz nach dem Modul p aufgefafst, reelle Wurzeln habe oder nicht. 
Ist p quadratischer Rest nach n, so findet man -4?'^ + ^?"^ ^^ 2 (mod. /?), 
im andern Falle ^g~^ + ^?~* e= — 2 (mod.p); daher entsprechen im ersten 
Falle der Congruenz zwei reelle Wurzeln, und im andern Falle zwei ima- 
ginäre Wurzeln. Substituirte man für jene Ausdrücke ihre Werthe, die man 
der Form nach auch kennt, wenn n von der Form 4m+l ist, so würde 
hieraus ebenfalls das Reciprocitätsgesetz hervorgehen. Setzen wir nun p 
sei Rest von n, und n^Am+l^ m aber ungerade, so behaupte ich — ^, 
und —Ai werden nach p quadratische Reste sein, wenn p biquadratiscber 
Rest nach n ist, und dieselben Ausdrücke werden nach p quadratische 
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Nicbtreste sein, wenn p biquadratischer Nichtrest nach n ist. Um dieses zu 
beweisen setze man: 

(l-a^'}(l-aO....(l-aO = «i^ 
(1-aO(1-a^j....(l-a^~') = a,, 

(l-a^j(l-aO....(l-a^"') = (h- 
Die Ausdrucke ao, ai, 02, a^ bilden nun die Wurzeln einer biquadratischen 
Gleichung, die als Congruenz nach dem Modul p aufgefafst, vier reelle 
Wurzeln haben wird, wenn p biquadratischer Rest nach dem Modul n ist; 
denn man beweist leicht, dafs für diesen Fall 

oT' +0?-' +fl«"' +or* =4 (mod.p), 

öf/''"'^ + al^''"'^ + a2'^^~'Ha?^^^ = 4 (mod.p) 
sei, woraus nach §. 5. die Realität der vier Wurzeln folgt. Wäre hin- 
gegen p nur quadratischer Rest, aber nicht biquadratischer Rest nach n, 
so würde dtr^ + a^^ + a^"^ + a^~^ ^ —i (mod. p) folgen; demnach mäfs- 
ten also die vier Wurzeln jener Congruenz imaginär werden, da ai,+^ = 
und 01 + 03 = ist. Nun ist aber A^ = a^ih = — «u und Ai = ai Ö3 
= — öi; oder —^0 = «o und — ^1 = aj. —A^ und —-4, werden da- 
her quadratische Reste nach p, wenn Oy und ai reell werden, und qua- 
dratische Nicbtreste, wenn a^ und ai imaginär werden; oder — ^j und 
—Ai werden quadratische Reste oder Nicbtreste nach p, je nachdem p von n 
biquadratischer Rest oder nur quadratischer Rest ist. Bedienen wir uns der 

Legendreschen Bezeichnung, nach welcher f -j den Werth +1 oder — 1 

andeutet, je nachdem (— -^o) ^ ^+1 oder —1 (mod.p) ist, so erhalten wir 

Herr Professor Dirichlet hat in einer Abhandlung des dritten Hefts 
des 17ten Bandes dieses Journals gezeigt, dafs ^) im Allgemeinen von 
der Form i j/n ( A ± A j/n) und Ai von der Form i j/n ( A + A j/n) sei, wo 
A und A ganze gerade oder ungerade Zahlen andeuten, wenn n von der 
Form 8m +5 ist, und gerade Zahlen, wenn n von der Form 8m + 1 
ist. Substituiren wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so erhalten 

wir r * ^^ — ) ( — )~(~)- S^^^^ roau nun 9 wenn A und A gerade 
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h k 

sind, 2=*'^ 2 ^ *' ^^^ ^^^ ^^" andern Fall {^ih+ kyn}y = h'+k' \n^ 

also ^(«^ + 3A&^wj = Ä' und |(3 A^ & + &*») = &', so werden, wie in der er- 
wähnten Abhandlung gezeigt worden, h! und k' ganze Zahlen sein, welche 
der Gleichung A'^ — nk'^ = — 1 genügen. Aus der obigen Gleichung leitet 
noan nun sehr leicht die folgende ab: 

Es folgt aber aus der bekannten Theorie der unbestimmten Gleichung 
ic^-~»y^ = — 1, dafs alle Ausdrücke x+y\^n^ wenn x und y jener Glei- 
chung genügen, entweder Reste oder Nichtreste nach p sein werden, vor- 
ausgesetzt dafs n Rest nach p ist, demnach also der aufgestellte Salz von 
den besondern Werthen A' und k' unabhängig wird. Ist nun p ebenfalls 

von der Form 8iw + 5, so ist ^ — ^'^^^ ^^® obige Gleichung gehl folg- 

lieh in ^-^= — ^--\ =^ \j\j ^^^' Genügen nun die beiden Zah- 
len (i und r' der Gleichung 9'^ — r'/? = — 1, so hat man auch 
T— ^) = (-)(—)• iMultiplicirt man beide Gleichungen in einan- 
der, so erhält man (-^='-— ) \j~^ — ^) ~ ^' ^^^ ^^^ P ^®^* ^^^^ 

dem Modul n^ und sind beide Primzahlen von der Form 8m +5, finden fer- 
ner folgende beide Gleichungen Statt, A'^--w&'^ = — 1 und gr'^— pr'^ = — 1, 
so wird h'±k'}^n quadratischer Rest oder Nichtrest nach p sein, wenn 
entsprechend q' ±r'yp quadratischer Rest oder Nichtrest nach n ist. Wir 
wollen jetzt zeigen, dafs dieser Satz für irgend zwei Primzahlen von der 
Form 4w+l gelte. 

Es sei also n von der Form 8m + i. m aber ungerade, so wollen wir 
wie oben 

(l-a0(l-<^----(l-«'O durch fe,,, 
(l^ap'j(l_«.7-j....(l_«^"-«j durch b, 

etc. 
bezeichnen. Man erhält demnach ^0 = 60626466 und ^1 = 61636567. Da aber 
hier die Gleichungen 

60+64 = 0, 6^ + 65 = 0, 6, + 6e = 0, 63+67 = 
gelten, so wird ^, = (6062)^ und Ai = {bib^f. Man kann nun die Aus- 
drücke 6062, 6264, 6465, 6560 und 6163, 6365, 6567, 676, als Wurzeln 



ik 
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einer Gleichung vom 8^" Grade betrachten, deren Coefficienten ganze Zahlen 
sind, denn die symmetrischen Functionen dieser Ausdrücke ändern sich nicht, 

wenn man statt « irgend einen Ausdruck von der Form a^ substituirt. 
Vermöge der hier bestehenden Beziehungen, wird dasselbe aber auch schon 
von den vier Ausdrücken 6062^ bib*^ ^i^s? 6365 gelten, weshalb man diese 
als Wurzeln einer Gleichung des 4^" Grades ansehen kann, deren Coeffi- 
cienten ganze Zahlen sind. Ist nun p ein biquadratischer Rest von n, so 
findet man leicht folgende Congruenzen: 

ikb^y-' +{b,b,r-' +{b,b,y-' +(6365^-^ =4 (mod.p), 
{bob,f^'^ + {b, b,y<^'^ + (6, 63)'^^-^^ + (63 bsf''^'^ = 4 (mod. p\ 
(6o62)'^'H(62 64)'^-^^ + (fetfe3)'^'H(63fe5)'^*^ = 4 (mod. p). 
Wäre hingegen p nur quadratischer Rest, aber nicht biquadratischer Rest, 
so würden die Ausdrücke auf der rechten Seite alle in — 4 übergehen. 
Für den ersten Fall werden also nach §. 5. die vier Wurzeln jener Glei- 
chung, wenn man sie als Congruenz nach dem Modul p auffafst, reelU 
und für den andern imaginär. Im ersten Fall wird also A^^^bi^bif (mod./?) 
Rest, im andern quadratischer Nichtrest. Es wird übrigens dem Leser bei 
einiger Aufmerksamkeit nicht entgehen, dafs sich dasselbe Resultat für 
alle Primzahlen von der Form 8m+l^ fn mag gerade oder ungerade sein, 
ähnlich ableiten läfst. Substitutren wir nun für Ao und Ai seinen Werth, 

so erhalten wir (ij^<?^±WL) = ^^) . Setzt man ih = h' und i& = Ä', 

so realisiren diese ganze Zahlen die Gleichung A'^ — nft'^ = — 1. Drücken 
wir die erhaltene Gleichung durch diese Werthe aus, so geht sie in 

^ — ^^ j = (-^) (— ) über. Diese Gleichung ist, wie vorher bemerkt 

worden, von den besonderen Werthen h' und k* unabhängig, und man 
kann für dieselben irgend zwei Zahlen x und y setzen, die der Gleichung 

a?^~wy^ = — 1 genügen. Combinirt man diese Gleichung mit der ent- 

(Q*~\~r'Vp \ f i/n \ 
-^-^= — —j = \^ — ^, die immer Statt findet, wenn n von der 

Form 4m+l ist, m mag gerade oder ungerade sein, so erhält man die ganz 
allgemeine Beziehung: 

in welcher beide Primzahlen p und n von der Form 4f?i+l sind, und eine 
von der andern als quadratischer Rest vorausgesetzt ist. 
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Es wurde nicht schwer sein, die Zahl der Anwendungen der fest- 
gestellten Principien noch zu vermehren; wir wollen jedoch jetzt lieber 
zum Schlufs das Feld der ßeziehungssätze höherer Congruenzen im All- 
gemeinen noch etwas näher bezeichnen. 

§. 7. 
Bedeutet n eine Primzahl, und ist n—i aus irgend zwei Factoren 
k und m zusammengesetzt, bedeutet ferner a eine Wurzel der Gleichung 

j- = und g eine primitive Wurzel der Congruenz a?""' ^ 1 (mod. n\ 

SO wollen wir irgend eine ganze symmetrische Function der AusdrOcke 
a^^ a^^ «^**, .... «i^^"*"'^* durch f{g^) bezeichnen. Setzt man statt a nach 
der Reibe a^, a^', . . . . «^ , so mögen die diesen Werthen entsprechenden 
Ausdrücke von /(/) durch /(fl^^^), /(^"^'j, AV*'*) angedeutet wer- 
den. Betrachtet man nun den Complex der Ausdrücke /"(g^), f(g^^^\ 
f(9^'^^)^ '-' fi9^^'^*)t so bleibt dieser ungeändert, wenn man statt a ir- 
gend einen Ausdruck von der Form a^^ wo r irgend eine ganze Zahl be- 
deutet, einführt. Die einzelnen Ausdrücke könnten sich nämlich wohl än- 
dern, jedoch nur so, dafs einer in den andern überging. Die symmetri- 
schen Functionen der Ausdrücke /(^), /f^+'), /•(^*^'), fig"^') 

werden daher ungeändert bleiben, wenn man statt a einen Ausdruck a^ 
einsetzt; denn der Complex der Ausdrücke, aus denen ein Mal und das 
andere Mal die symmetrischen Functionen gebildet werden, bleibt derselbe. 
Man kann daher die Ausdrücke fig"), f{^^'), A^^'), ... A^'*"') als 
Wurzeln einer Gleichung vom &*®° Grade ansehen, deren Coefßcienten, als 
ganze symmetrische Functionen dieser Ausdrücke, nach dem Hülfssatz des 
§. 6. ganze Zahlen sein müssen. Wird diese Gleichung nun als Congruenz 
nach dem Modul p aufgefafst, und p ist eine Primzahl, die nicht kleiner 
als k ist, und z ungleich ein k^^"" Rest nach dem Modul n (demnach also 
die Congruenz x^^p (mod. w) k reelle Wurzeln hat), so hat auch jene 
Congruenz nach dem Modul p, k reelle Wurzeln. Zum Beweise bemerke 
man, dafs wenn man f{g^) wie ein Polynom in die p^^ Potenz erhebt, 
man zuerst die p^^" Potenzen der einzelnen Ausdrücke erhält, alle übrigen 
Ausdrücke, die nothwendigerweise ebenfalls einen symmetrischen Ausdruck 

der Elemente a^, a% .... a^ bilden müssen, werden in p mulliplicirt 

sein. Die p**° Potenzen der einzelnen Ausdrücke werden aber, wenn p 
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ein ft^' Rest nach dem Modul n ist^ den ursprünglichen Ausdruck wieder 
erzeugen^ wenn sie nicht noch in ganze Zahlen multiplicirt sind; för diesen 
Fall aber werden sie auch den ursprünglichen Ausdruck, nebst einem Viel- 
fachen desselben Ausdrucks, das in p multiplicirt ist, erzeugen. Jedenfalls 
wird daher die Gleichung [f{g^)y = f{g^)+p(p(s^) gerechtfertigt sein, wo 

yigr*) eine symmetrische Function der Ausdrücke a^\ a^, .... «^ "" 
andeutet. Dieselbe Gleichung mufs auch für die übrigen Ausdrücke gelten; 
wir erhalten demnach folgende Gleichungen: 



Man leitet aus diesen Gleichungen leicht die folgende ab: 

Bringt man die auf der rechten Seite eingeklammerten Ausdrücke auf den 
gemeinschaftlichen Nenner f{g^) fis^^^) • • • fig^^"^)^ so mufs der Zähler 
eine solche Function von a werden, die ihren Werth nicht ändert, wenn 

man statt «, a^ setzt, denn der Nenner, so wie die linke Seite der Glei- 
chung, haben offenbar diese Eigenschaft. Der Zähler und Nenner des 
Bruchs müssen sich also nach dem Früheren durch ganze Zahlen darstellen 

A A 

lassen; bezeichnen wir den entsprechenden Bruch mit -^ , so mufs p-o eine 

ganze Zahl und ^0 (mod. p) werden, wenn B oder A5^)Afl^^*)-'Ay*"') 
nicht durch p aufgeht. Dies vorausgesetzt, so erhalten wir 

auf ähnliche Weise kann man beweisen, dafs unter derselben Voraussetzung, 
/"(gr^) /"(gr^+M — /"ly*"^) gehe nicht durch p auf, folgende Congruenzen Statt 
finden müssen: 

(/•(^)y(.-i) ^(^(^A-..)).(^-i) +.... + (;^(^^*-i))2(.-i) ^k (mod.;^), 

{r{f}Y'''''-'' + {n^-'')T^^^^ = k (niod. p). 

Nach §. 5. folgt nun hieraus die Realität der Wurzeln der oben näher be- 
zeichneten Congruenz. 

40* 
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Ginge nun fig^) f{^^^) f[9^^~^) durch p auf, so mufs es ent- 
weder irgend einen Wertb von x geben, der die Congruenz 

{x-fig')){x-n^^'))....{x-r{g'^')) = Q (mod.p) 
nicht realisirt; denn sonst hätte diese Congruenz p reelle Wurzeln, näm- 
lich 0, 1, 2, •••• p— 19 also wenn k<Zp ist, mehr Wurzeln als der Grad 
der Congruenz anzeigt, was bekanntlich nicht möglich ist; oder wäre 
k=pj so wären für diesen Fall, wenn nämlich obige Congruenz fär jeden 
Wertb von x erfällt würde, sämmtliche Wurzeln reell, was wir eben be- 
weisen wollen. Bezeichnen wir also eine solche Zahl, die jene Congruenz 
nicht realisirt, durch a^ so folgt jetzt aus dem Obigen, dafs die Gleichung 
für (ö— /(gr*)), (a— /(fl^^')), • • • • (ö— Afl''*"^)) als Congruenz nach dem 
Modul p aufgefafst k reelle Wurzeln habe. Hieraus folgt aber leicht, dafs 
dann auch die Congruenz 

{x--f(^)){x^f{t^')) .... {x^fig'"-')) = (mod. p) 
k reelle Wurzeln habe, was zu beweisen war. 

Uro nun die auf jene Gleichungen bezüglichen Sätze aufzustellen, 
bleibt noch ein schwieriger Theil der Arbeit übrig, nämlich: die Coeffi- 
cienten jener Gleichungen zu bestimmen, die, wenn auch die Form von 
f{^) als bekannt vorausgesetzt wird, sich im Allgemeinen analytisch nicht 
bestimmen lassen, sondern von der Natur der Primzahl n abhängen. Der 
Hr. Professor Jacobi hat diese Arbeit, in so fern sie sich auf Congruenzen des 
2ien^ ßten ^^jj ^ten gpfl^eg bozieht, schou seit längerer Zeit für den Fall ausge- 
führt, wenn y(gr*)=a^+a^+a^*+.-..-}-a^^'"~^^* ist. Die Resultate hat der 
Herr Verfasser in einer Abhandlung bei der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin niedergelegt. 

Jener allgemeine Satz aber, den ich diesen Untersuchungen zum 
Grunde gelegt habe, ist meines Wissens noch von Keinem angegeben wor- 
den, und die Realität der Wurzeln der betreffenden Congruenzen wurde 
auf anderem Wege erkannt. 

Berlin, den 2ten Februar 1839. 
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15. 

Note von der geodätischen Linie auf einem EUipsoid 
und den verschiedenen Anwendungen einer merk- 
würdigen analytischen Substitution. 

(Von Herrn C. G. J. Jacobi, Professor ordin. zu Königsberg in Pr.) 

(Gelesen id der Königl. Akademie der WisseoBchaften za Berlin am 18. April 1839.) 



XJa die Erdoberfläche nicht die Form einer Umdrehungsfläche besitzt, so 
hat man öfter versucht, den an einem Punct derselben ausgeführten Trian- 
gulirungen ein osculirendes EUipsoid mit drei ungleichen Haupt -Achsen an- 
zuschliefsen. Dies erhöht das Interesse der Aufgabe, die geodätische Linie 
auf einem solchen EUipsoid zu suchen, eine Aufgabe, die von den gröfs- 
ten analytischen Schwierigkeiten umringt zu sein scheint. In der That 
erscheint die Differenzialgleichung 2ter Ordnung, von welcher das Problem 
abhängt, wenn man die gewöhnlich üblichen Variabein wählt, in einer so 
complicirten Form, dafs man leicht von jeder Behandlung derselben ab- 
geschreckt wird. Nach mehreren vergeblichen Versuchen ist es mir jedoch 
durch Anwendung besonderer Hölfsmittel gelungen, diese Gleichung voll- 
ständig zu integriren, d. h. auf Quadraturen zurückzuführen, wie ich der 
Pariser Akademie der Wissenschaften unter dem 28. December des vori- 
gen Jahres mitgetheilt habe. Ich will jetzt die Form des Resultats näher 
auseinander setzen. Es sei die Gleichung des Ellipsoids 

a ^ b ^ c *' 

und a die kleinste, h die mittlere, c die grösste der drei Constanten a, by c. 
Da man die drei Coordinaten des Punctes einer gegebenen Oberfläche durch 
zwei Gröfsen ausdrücken kann, so wähle ich hierzu die Winkel ip und i//, 
welche die Coordinaten durch die Formeln bestimmen, 

X = y ^—^^) sin y 1^(6 cos' v^+csin^V/— a), 

y = }/6cos^sin^^ 

is = l/(^^Jcosv^|/(c— acos'y — 6sin'y). 



310 ^•^* C* G. J. Jacobi, geodätische Linie und analytische Substitution. 

Die geodätische Linie auf dem gegebenen Ellipsoid wird dann durch eine 
Gleichung zwischen den beiden Winkeln q) und tp bestimrot^ 

/y'(a cos' (p + b sin* <jp) dq> 
^(c — aco&^ q> --b^m^ q})^{(b — ä)(iO^*(p — ß) 

/|/(6 cos' tp + c sin' xfi) dxp 
V(b oos'i// + c sin' 1// — a) /((c — 6)8in' tp + ß)' 

Die Form dieser Gleichung ist, wie man sieht, sehr einfach. Eine Func- 
tion des Winkels (p wird einer Function des Winkels \p gleich; die Func- 
tionen selbst sind ^66/sche Integrale und zwar von der Form, welche zu- 
nächst auf die elliptischen folgt. Die beiden ^6e/schen Integrale sind, 
wenn sie auch hier in der trigonometrischen Form verschieden scheinen, 
doch im Wesen dieselben, so dafs man beide durch einfache Substitutio- 
nen in Integrale von derselben Form verwandeln kann, in denen die 
VVerthe, welche die Variable anzunehmen hat, sich nur in verschiedenen 
Intervallen bewegen. Die Gröfsen a und ß sind die beiden willkärlichen 
Constanten, welche das vollständige Integral der Differenzialgleichung 2ter 
Ordnung enthalten mufs. Die Constante a wird 0, wenn man die Inte- 
grale von denjenigen Werthen von (p und \p beginnen lässt, welche dem 
Puncto des EUipsoids entsprechen, von dem aus man die geodätische Linie 
zieht. Die andere willkfirliche Constante ß kommt nur in einem der drei 
untern dem Integralzeichen als Factoren befindlichen Radicalen vor; sie 
wird auf algebraischem Wege durch die anfängliche Richtung bestimmt, 
die man der geodätischen Linie giebt. Man erhält ganz ähnliche Aus- 
drücke für die Rectificalion der geodätischen Linie. Für das Umdrehungs- 
EUipsoid verwandelt sich das eine der beiden ^6e/schen Integrale in einen 
Kreisbogen, das andere in ein elliptisches Integral der 3ten Gattung, wo- 
durch man die für das Umdrehungs- Ellipsoid bekannte Gleichung der geo- 
dätischen Linie erhält. 

Die hier angewandte Art, die drei Coordinaten des Punctes eines 
EUipsoids durch zwei Winkel ip und ip auszudrücken, ist dieselbe, auf 
welche man geführt wird, wenn man den Punct des EUipsoids als Inter- 
section der beiden Krümmungslinien bestimmt, auf welchen er liegt, oder, 
was nach der schönen Bemerkung von Karl Dupin dasselbe ist, wenn 
man ihn als Intersection des EUipsoids mit den beiden durch ihn gehen- 
den Hyperboloiden betrachtet, deren Hauptschnitte mit denen des EUipsoids 
die Brennpuncte gemein haben. Legendre hat zuerst die hierauf bezOg- 
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liehen von Monge gegebenen Formeln als analytisches Instrument benutzt^ 
um den Inhalt der Oberfläche des Ellipsoids auf die Länge von Eilipsen- 
bogen zurückzuführen, wie einst Archimedes den Inhalt der Kugel -Ober- 
fläche auf die Länge der Kreisperipherie zurückgeführt hat*). Früher be- 
nutzte schon Euler ähnliche, aber auf die Ebene beschränkte Formeln in 
seiner berühmten Bestimmung der Bewegung eines nach zwei festen Cen- 
tren nach dem iVeti/onschen Gesetze angezogenen Punctes. Denn die von 
ihm gewählten Variabein kommen nach einer Bemerkung Legendres dar- 
auf hinaus, den angezogenen Punct als Durchschnitt der durch ihn gehen- 
den Ellipse und Hyperbel zu bestimmen, welche die beiden Anziehungs- 
centra zu gemeinschaftlichen Breunpuncten haben. 

Man kann eine andere merkwürdige Anwendung der oben angegebe- 
nen Art, die Coordinaten des Punctes eines Ellipsoids auszudrücken, auf 
die Aufgabe machen, die Oberfläche des Ellipsoids so auf einer Karte ab- 
zubilden, dafs die unendlich kleinen Theile ähnlich bleiben. In dieser Art 
bat Lambert in seinen Beiträgen das Problem der Kartenprojection auf- 
gefafst, und Lagrange hat in den Schriften dieser Akademie die allge- 
meine Lösung für alle Rotationsflächen gegeben, welche Gaufs in einer 
von der Kopenhagener Akademie gekrönten und in Schumachers astro- 
nomischen Abbandlungen abgedruckten Preisschrift auf alle Flächen aus- 
gedehnt hat. Drückt man das Element einer auf der Fläche gezeichne- 
ten Curve durch 

i^Adf+^Bdldu^-Cdu^) 
aus, wo t und u die beiden Variabeln sind, durch welche man einen Punct 
der gegebenen Fläche bestimmt, so hat man den quadratischen Ausdruck 

Ade+^Bdtdu^-Cdu^ 
in zwei Factoren, 

Pdt'^[Q-\^^R)du und Pdt+(Q-]fR)du, 
zu zerfallen. Die Lösung des Problems hängt dann nach der von Gaufs 
gegebenen Theorie von der Integration der Gleichung 

= Pdt + [Q + ]R)du 



*) Ich habe im 8ten Bande gegenwärtigen Journals gezeigt, dafs man zu den von 
Legendre gefundenen Resultaten auch auf sehr eiafachem und elementarem Wege ge- 
langen kann, wenn mau die Coordinaten dos Punets eines Ellipsoids durch die beiden 
Winkel ausdrückt, welche die Sichtung der an ihm errichteten Normale bestimmen. 
Eine andere hierzu führende, eben so neue als elegante und umfassende Methode hat 
neuerdings Dirichlet in einer der Akademie gelesenen Abhandlung angegeben. 
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ab, in welcher P, Q, R gegebene Functionen von t and u sind. Für Ro- 
tationsflachen läfst sich diese Gleichung immer integriren und man kommt 
dann auf die von Lagrange gegebenen Formeln. Ich bemerke noch, was 
man leicht sieht, dafs dasselbe allgemein fOr conische und cylindrische 
Flächen der Fall ist. Wenn man daher auch alle speciellen Flächen zwei- 
ter Ordnung leicht behandelt, so bietet doch die Aufgabe für die allge- 
meine Fläche zweiter Ordnung bei der gewöhnlichen Wahl der Variabeln 
unübersteigliche Hindernisse wegeu der ungemein complicirten Form der 
zu integrirenden Differenzialgleichung. Nimmt man aber den Ausdruck 
des Elements einer auf einem EUipsoid befindlichen Curve, welchen ich 
im 8ten Bande des gegenwärtigen Journals gegeben habe, so finden sich 
in der Differenzialgleichung die Variabeln von selbst separirt, und die Auf- 
gabe ist auf blofse Quadraturen zurückgeführt, und zwar auch hier auf 
Abelsche Transcendenten. 

Man kann leicht die in den eben augedeuteten Problemen auf drei 
Variabeln bezuglichen Formeln auf jede Zahl Variabeln ausdehnen, und 
bekommt dann merkwürdige Amplificationen wichtiger Theoreme. Auf 
diese Weise habe ich die berühmte von Legendre entdeckte Relation zwi- 
schen den vollständigen Integralen der ersten und zweiten Gattung zweier 
elliptischen Integrale, deren Moduln Gomplemente zu einander sind, auf 
alle ^6e/schen Integrale ausgedehnt. Aber dieselbe Substitution hat mich 
auch auf das ^6e/sche Theorem selbst geführt, auf einem Wege und durch 
Betrachtungen, welche von dem von Abel eingeschlagenen gänzlich ver- 
schieden sind, und welche von einem mechanischen Problem ausgehen. 
Die von Euler gegebenen Formeln für die Bahn eines von zwei festen 
Centren angezogenen Punctes enthalten elliptische Transcendenten. Ist 
die eine Masse oder beide Null, so ist die Bahn eine Ellipse oder gerade 
Linie, also ihre Gleichung algebraisch. Aber durch das Verschwinden 
einer oder beider Massen hören die elliptischen Integrale nicht auf ellip- 
tische Integrale zu sein, so dafs man die elliptische Bewegung eines Pla- 
neten oder selbst die geradlinige Bewegung eines Punctes durch eine Glei- 
chung zwischen elliptischen Integralen erhält. Diese Form ist nicht ohne 
Interesse; denn wir haben hier für die elliptische Bewegung Formeln, die 
nur eine geringe Aenderung erleiden, wenn noch ein zweites anziehendes 
Centrum hinzukommt. Aber abgesehen hiervon, sind zwei Methoden ge- 
geben, dasselbe Problem zu behandeln, von denen die eine die Lösung in 
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transcendenter , die andere in algebraischer Form darstellt ^ oder es ist eine 
neue Methode gegeben, das Fundamentaltheorem Ober die Addition der 
elliptischen Integrale aufzußnden. In seiner Behandlung des mechanischen 
Problems in den älteren Schriften dieser Akademie hat Euler das früher 
von ihm gefundene Fundamentaltheorem nur zur Verificirung der fär die 
speciellen Fälle gefundenen Formeln benutzt. Mir schien es von Wich- 
tigkeit, die beiden Methoden mit einander in Verbindung zu setzen, welche 
die transcendente und die algebraische Form ergeben, um so direct von 
der einen auf die andere zu kommen. Indem ich die fär zwei Variabein 
angewandten Formeln auf jede Zahl Variabein ausdehnte, was, wie ich be- 
merkt, mit Leichtigkeit geschieht, erhielt ich das Abelsche Theorem, und 
zwar in einer neuen, merkwQrdigen und fertigen Form. Zugleich ergab 
sich ein einfacher Weg von dem System gewöhnlicher Differenzialglei- 
chungen, wie ich dasselbe früher in einer Abhandlung im gegenwärtigen 
Journal Ober die ^6e/schen Transcendenten aufgestellt habe, durch An- 
wendung passender Multiplicationen direct zu den algebraischen Integralen 
zu gelangen, was mir früher wegen der grofsen Complication des Gegen- 
standes wohl wünschenswertb, aber schwer zu erreichen schien. 

Einer der tiefsiimigsten Mathematiker, Herr Lame, Correspondent 
dieser Akademie, hat neuerdings die hier erwähnten Substitutionen auf 
schwierige physikalische Probleme angewendet. 

18. April 1839. 
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16. 

lieber die complexen Primzahlen, welche in der 
Theorie der Reste der 5'^% 8**° und 12'"' Potenzen 

zu betrachten sind. 

(Vou Herrn C. G. J. Jacobi, Professor ordin. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 

(Gelesen in der Akademie der WisseDschaften den 16. Mai 1839.) 



Gaufs hat in seinen Untersncbungen aber die biqnadratischen Reste 
die complexen Zahlen von der Form a + b^—l als Moduln oder Divi- 
soren eingeführt. Indem er dieses tbat, konnte er aber den biquadratischen 
Character zweier complexen Primzahlen von der Form a+b^—l in Be- 
zug auf einander ein Reciprocitätsgesetz von solcher Einfachheit und Vollen- 
dung aufstellen, wie das berühmte Fundamentaitheorem über quadratische 
Reste, das von ihm sogenannte Kleinod der höhern Arithmetik besitzt. 
Aber wie einfach jetzt auch eine solche Einführung der complexen Zahlen 
als Moduln erscheinen mag, so gehört sie nicht desto weniger zu den 
tiefsten Gedanken der Wissenschaft; ja ich glaube nicht, dafs zu einem so 
verborgenen Gedanken die Arithmetik allein geführt hat, sondern dafs er 
aus dem Studium der elliptischen Transcendenten geschöpft worden ist, 
und zwar der besondern Gattung derselben, welche die Rectification von 
Bogen der Lemniscata giebt. In der Theorie der Vervielfachung und Thei- 
lung von Bogen der Lemniscata spielen nämlich die complexen Zahlen 
von der Form a+by—l genau die Rolle gewöhnlicher Zahlen. Wie man 
durch rationale Ausdrücke die trigonometrischen Functionen des nfachen 
Kreisbogens darstellt, so kann man vermittelst rationaler Formeln den Bo- 
gen der Lemniscata mit einer complexen Zahl a + by^—i multipliciren ; 
wie man den Kreisbogen durch Auflösung einer Gleichung vom ^^^° Grade in 
n Theile theilt, so theilt man den Bogen der Lemniscata in a+by—i Theile 
durch Auflösung einer Gleichung vom Grade cM + bb. So wie man einen 
Kreisbogen, wenn man ihn in 15 Theile theilen soll, in 3 und in 5 Theile 
theilt und aus beiden Theilungen die gesuchte findet, so hat man einen 
Bogen der Lemniscata, uro ihn in 17 Theile zu theilen, in 1+4)/— 1 
und in 1—4^—1 Theile zu theilen und setzt die Theilung in 17 Theile 
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aus beiden zusammen. So wird man bei Untersuchung jener besondern 
Gattung elliptischer Integrale^ wenn man nur einigermarsen in ihre Natur 
eindringt, mit Nothwendigkeit darauf hingedrängt, die Zahlen a + b^—1 
als Divisoren einzuführen. Mögen nun auch jene Untersuchungen der 
Integralrechnung viel complicirter und schwieriger erscheinen als jener 
einfache Gedanke der Zahlenlehre, so ist es doch nicht immer das ein- 
fache, welches sich zuerst darbietet. Gaufs versichert in den Disquisi- 
tiones arithm. die Methode seiner Kreistheilung auf die Theilung der gan- 
zen Lemniscata anwenden zu können und verspricht hierüber ein amplum 
opus zu einer Zeit, in welcher er sich sicher noch nicht, seinen eigenen 
spätem Angaben zufolge, mit den biquadratischen Resten beschäftigt hatte. 
Auch ist es nicht unwahrscheinlich, dafs er die Fundamentaltheoreme 
über biquadratische Reste aus dieser Quelle geschöpft hat. Erst Abel 
hat dieses Versprechen von Gaufs eingelöst, indem er wenigstens die er- 
sten Grundzüge dieser Ausdehnung der Gaufs*schen Methoden der Kreis- 
theilung auf die Theilung der Lemniscata in seinen ersten, im gegenwär- 
tigen Journal publicirten Arbeiten über die elliptischen Transcendenten 
gab. Eine eben so interessante als schwierige Aufgabe dürfte es sein, 
dieser Theilung des Lemniscatenbogens in a+by—i Theile und der 
Zusammensetzung der p^" Theile des Rogens aus seiner Theilung in 
Ö+6}/— 1 und in a—b^—1 Theile einen geometrischen Sinn abzuge- 
winnen. Die Geometrie hat in neuerer Zeit mit Glück dem Imaginären 
auch auf ihrem Gebiete einen Platz angewiesen; es ist zu erwarten, dafs sie 
bei dem bewundernswürdigen Aufschwung, welchen sie unter Steiners Hän- 
den genommen hat, sich auch dieser abstruseren Ideen bemächtigen wird. 

Es hat keines neuen Gedankens bedurft, um die kubischen Re- 
ciprocitätsgesetze zu finden; man hatte hierzu nur nöthig auf ganz ana- 
loge Weise complexe Zahlen von der Form ^ , oder solche, die 

aus den Cubikwurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, als Moduln oder 
Divisoren einzuführen. Auch diese Untersuchungen kann man mit der 
Theorie besonderer elliptischer Integrale in Verbindung setzen. Das Re- 
ciprocitätsgesetz für kubische Reste, welches ich in einer frühern Note mit- 
getheilt habe, ist noch einfacher wie das von Gaufs für die biquadrati- 
schen Reste aufgestellte, und ergiebt sich ganz unmittelbar aus bekannten 
Formeln der Kreistheilung. 

41» 
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Nachdem Gaufs in seiner zweiten Abhandlung Aber biqnidralisdie 
Reste die Elemente der complexen Zahlen von der Form a'rb}—i ab- 
gehandelt, bleibt es übrig, anter den Methoden nnd Resultaten der Ariümietik 
diejenigen auszumitteln , welche auch fflr diese complexe Zahlm ihre Gfil- 
tigkeit haben. So zum Beispiel sieht man leicht, dafs die Lagramgesdke 
Methode, die quadratischen Formen zu reduciren, auch auf solche Aus- 
drQcke p^y + qyz+rzfs sich ausdehnen läfst, in welchen p, q, r, f, ^ 
complexe Zahlen der angegebenen Art bedeuten. Um die einftichste com- 
plexe Form zu nehmen, yy — y^ — i.zz^ kann man beweisen, dafs jede 
Zahl a+b^ — i^ welche solche Form theilt, wiederum dieselbe Form 
haben mQsse, und der Beweis ist vollkommen dem Beweise des bekannten 
Satzes analog, dafs jede Zahl, welche die Form yy+a theilt, wiederum die 
Summe zweier Quadrate ist. Ist p z=aa+bb eine Primzahl von der Form 
8n + l, so beweist man aus den Elementen der Theorie dieser complexen 
Zahlen sogleich, dafs ^ — i quadratischer Rest von a+b^—i ist, oder, 
was dasselbe ist, a + 6]/— 1 Theiler einer Form ^'y— |/— I.ä» ist, also 
nach dem eben bemerkten Satze selber diese Form bat Zertheilt man diese 
Form in die beiden Factoren y+y^— 1.« und y— f— I.ä, und setzt 

wo /, /', ä', ä" reelle ganze Zahlen bedeuten, so erhält man a+bf—i in 
zwei Factoren, 

zerfällt, das ist in zwei complexen Zahlen, welche aus den 8*"" Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind. Schreibt man a für die 8** Wurzel 

4 

der Einheit oder fär ]/— 1, und setzt 

y« = »' + »"«' + a'a + Ä"a^ 
so wird 

a + by—l =a+ba^ =^(pa.(pa^ 
und, wenn man a^ fQr a setzt, 

a— 6j/— 1 = a—ba' = (pc^ .(pa^. 

Die Primzahl p = aa+bb^ von der Form Sn+l, ist daher immer das Pro- 

duct der vier complexen Zahlen 

(pa.(pa^.(pa^ .(fo'. 

Man sieht leicht, dafs das Product (pa.ipa^ die Form c+d^—i und 

das Product (pa.fpa^ die Form e + f^2 erhält. Die drei Arten, auf 
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welche man die vier Factoren in zwei Paare ordnen kann, geben daher 
die Darstellungen derselben Primzahl in den drei Formen a^+6^, c^+2(Py 
6^ + 2/*% welche hier aus einer gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet sind, 
so dafs die sechs Zahlen a, b, c, d, e, f auf rationale Art durch vier andre 
Zahlen /^ y\ z\ z" ausgedrückt werden. Man kann diese Zerfällung 
der Primzahlen von der Form 8«4-l in vier complexe Factoren, welche 
aus acht Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, auch durch die ge- 
wöhnlichen Methoden der Arithmetik ableiten. Ganz durch dieselben Me- 
thoden beweist man auch, dafs die Primzahlen von der Form 12it+l 
sich in vier complexe Factoren zerfallen lassen, welche aus 12*^ Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind; die drei verschiedenen Arten, wie man 
diese vier Factoren zu zwei Paaren ordnen kann, geben die Darstellungen 
der Primzahl durch die drei Formen a^ + 6% c'+3£f, e' — 3/^. Man kann 
fOr die Auffindung dieser Zerfällungen leichte Vorschriften angeben, nach 
welchen Herr Oberlehrer Zomow in Königsberg mir für die Primzahlen 
von der Form 8n+l und 12it+l bis 1000 diese Zerfallungen zu be- 
rechnen die Gate gehabt hat. 

Zu gleicher Zeit, als ich diese Betrachtungen anstellte, richtete ich 
meine Aufmerksamkeit auf gewisse Eigenschaften der complexen Zahlen, 
auf welche die Theorie der Kreistheilung fährt. Ich habe in der er- 
wähnten Note bemerkt, dafs wenn l ein Theiler von p — l ist, sich die 
Primzahl p und in der Regel auf mehrere verschiedene Arten als Product 
zweier complexen Zahlen darstellen läfst, welche aus ^*^" Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzt sind. Es ereignet sich nun, und man kann dies 
durch die Theorie der Kreistheilung selbst beweisen, dafs man mehrere 
dieser complexen Zahlen mit einander multipliciren und das Product wieder 
durch andre complexe Zahlen derselben Art dividiren kann, so dafs der 
Quotient ebenfalls eine ganze complexe Zahl wird, ohne dafs man sieht, 
wie die complexen Zahlen des Nenners sich gegen die des Zählers fort- 
heben. Eine genaue Betrachtung dieses merkwürdigen Umstandes führte 
mich zu der Ueberzeugung , dafs diese complexe Factoren der Primzahl p 
im Allgemeinen selbst wieder zusammengesetzt sein müssen, so dafs, wenn 
man sie in die wahren complexen Primzahlen auflöst, die complexen 
Primzahlen, welche die Factoren des Nenners bilden, gegen die Prim- 
factoren des Zählers sich einzeln aufheben lassen. Da ich auf ganz anderem 
Wege zu diesem Resultate bereits für A = 8 und A = 12 gekommen war, 
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SO wagte ich den etwas mühsamen Versach mit >l = 5, und in der That 
gelang es mir für die Primzahlen von der Form 5ii+l, mit welchen ich 
den Versuch anstellte^ jeden ihrer beiden aus 5*^" Wurzeln der Einheit zu- 
sammengesetzten Factoren noch einmal in zwei ganze Factoren derselben 
Art zu zerfallen; worauf es dann nicht schwer war einen allgemeinen Be- 
weis für diese Zerfällbarkeit zu finden. So lassen sich also die Primzahlen 
von der Form 5«+l, 811 + I, 12»+ 1 als Producte von vier ganzen 
complexen Zahlen darstellen, welche respective aus ö*"", S^"", 12*^ Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind. Es erhellt übrigens, dafs für die Prim- 
zahlen von der Form bn+1 durch eine andre paarweise Verbindung der 
vier Factoren ihre Darstellung in der Form a^ — bb'^ erhalten wird. 

Die neuen Factoren sind nothwendig Primzahlen. Ist nämlich fa 
einer derselben, wo a für die drei Arten Primzahlen respective eine pri- 
mitive 5'% 8'% 12** Wurzel der Einheit ist, so kann fa nicht als Product 
zweier ganzer complexen Zahlen derselben Art (pa und xpa dargestellt 
werden, wenn nicht eine derselben so beschaffen ist, dafs das Product 
ihrer vier Werthe der Einheit gleich ist. Denn man sieht leicht, dafs das 
Product der vier Werthe von fa, (pa, yja eine reelle Zahl ist, und da 
das Product der vier Werthe von fa eine Primzahl ist, so können nicht 
die beiden andern Producte reelle Zahlen geben, welche beide zugleich 
von der Einheit verschieden sind, da ihr Product der Primzahl gleich wird. 

Zwischen diesen Primzahlen fa hat man in der Theorie der Reste 
der 5*^"^ 8*''" und 12*^" Potenzen die Reciprocitätsgesetze aufzusuchen, und 
es würde vielleicht thunlich sein , dieselben durch blofse Induction zu finden, 
nachdem man ihre wahre Form kennt, wenn nicht solche Induction 
überaus beschwerlich wäre. Wenn man die Reciprocitätsgesetze auf zu- 
sammengesetzte Zahlen ausdehnt, ganz ähnlich wie ich es in der früher 
der Akademie mitgetheilten Note in Bezug auf die quadratischen, kubi- 
sehen und biquadratischen Reste gethan habe, so können unmittelbar aus 
der Theorie der Kreistheilung die einfachen Reciprocitätssätze , in Bezug 
auf die Reste der b''% 8*^" und 12*'" Potenzen, für den besondern Fall ab- 
geleitet werden, wenn die eine Zahl reell ist. Ob es möglich sein wird^ 
vermittelst neuer Kunstgriffe aus derselben Quelle die allgemeineren Sätze 
für je zwei complexe Zahlen abzuleiten, mufs von späteren Untersuchungen 
zu entscheiden vorbehalten bleiben. 
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16. 

Sur le theor^ine de Wilson. 

(Par Mr. Brennecke, professeur de math. ä Berlin.) 



Xje theoröme de Wilson a ete generalise par Mr. Gaufs comme il suit: 
,,Le produit de tous les nombres premiers a un nombre dontie iV 
,,et moindres que ce nombre est congru suivant N ä Tunite prise 
,,posiliveinent ou negativement. L'unite doit dtre prise negativement, 
,,quand N est de la forme p' ou 2p'', p etant un nombre premier 
,,impair , ou encore quand iV = 4 ; dans tous les antres cas Tunite 
,,doit ötre prise positivement.^^ 

Notions preliminaires. 

§.1. La congruence x^^i (mod. 2p''), p etant un nombre pre- 
mier impair, n'a que ces deux racines rr = l et a:=p''— 1. 

La diiference des deux diviseurs x+i et x—i de x^—i etant 
egale ä 2, ils ne peuvent dtre ä la fois des multiples de p, p etant un 
nombre premier impair, x etant moindre que p"", x+1 ne devient divi- 
sible par p" que pour a; = p" — 1, et oj— 1 ne devient divisible par p" que 
pour x= i, 

$. 2. La congruence x^^i (mod. 2p''), p etant un nombre pre- 
mier impair, n'a que ces deux racines x= 1 et a: = 2p" — 1. 

La difference des deux diviseurs x+i et x — i de x^—1 etant 
egale a 2, p etant un nombre premier impair, ces deux diviseurs ne peu- 
vent ötre ä la fois des multiples de p. o^+l ne devient divisible par 2p'' 
que pour a? = 2p'' — 1, x—i ne devient divisible par 2p" que pour a?=l. 
x+i et x—1 etant ä la fois des nombres pairs ou impairs, p"" etant tou- 
jours un nombre impair, Tun de ces diviseurs ne peut ötre divisible par 2 
tandis que Tantre est egal ä p"*. 

§. 3. La congruence x^^i (mod. 2") a toujours pour a > 2 quatre 
racines: 1, 2""^— 1, 2""^+l, 2"~1, mais il n'en existe jamais d'antres. 
La congruence x^^i (mod. 4) n'a que ces deux racines a? = l, x = 3. 

En effet toute racine de (a:+l)(aj — 1) e= (mod. 2") doit 6tre un 
nombre impair c'est-a-dire de la forme 2k+l^ k etant un nombre en- 
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tier quelconque ou zero. On aura donc (2ft+2)2ft^0 (mod. 2''), ou 
pour a>2, &(&+!) ^0 (mod. 2""'^). Pour & = 0, on a ic = l, pour 
k = 2'"^ — 1 , on a x = 2"~^ — 1 , mais il est evident que Ar > et 
Ar<2''"^ — 1 ne satisfait pas ä la congraence Ar(ft + 1)^0 (mod. 2''"^), 
paisquMl n'y a qu^un seul des diviseurs k et k+i qm puisse ölre divisible 
par 2. Pour * = 2"-' on a ir = 2"-*+l, pour & = 2'*-'~l on a a? = 2«-l, 
mais il est evident que Ar > 2""^ et Ar >2"~' — l ne satisfait pas ä la 
congruence Ar(&+1)^0 (mod. 2""^). 

§. 4. Si deux nombres a et 6 sont congrus suivant le modnle M, 
et que Tun seit un nombre premier a M, Tautre doit dtre aussi un nombre 
premier avec M. Si au contraire Tun a un diviseur commun avec M, 
Tautre doit avoir le mdme diviseur commun avec M. P. c. puisque tout 
terme de la suite 

1. a, a+1, a+2, a+3, .... a+{M-l) 
est congru ä un terme de la suite selon le module M (mais seulement ä un) 

2. i) 2^ 3) .... M 
et que cette propriete est reciproque entre les deux suites (1.) et (2.), 
il y aura dans cbacune un nombre egal de nombres premiers avec M, 

c'esl-ä-dire (si M = q^e^....) q^~^e^'^ (g— l)(f> — 1) , que a seit un 

nombre entier positif ou negatif quelconque. 

On sait que si m est un nombre premier avec M^ les termes de 
la suite 

3. 0.«», i.m, 2.m, .... {M—i).m 
donnent d'apres le module M pour restes tous les nombres de la suite (2) 
en substituant Jlf ä la place de zero, et que chaque reste ne s^y trouve 
qu'une seule fois. Tout terme de la suite (3.) et donc congru selon le 
module Jf ä un terme mais seulement ä un terme de la suite (2.). Cette 
propriete est reciproque entre les suites (2.) et (3.). 

II en resulte que tout terme de la suite 
4. a+O.m, a+i.m, a+2.m, .... a + (3f— l).m 
sera congru ä un terme de la suite (1.) selon le module M et reciproque- 
ment, n'importe la valeur de a, pourvu que a seit un nombre entier. II 
s'ensuit que la suite (4.) renferme autant de nombres premiers avec M 
que la suite (2.) c'est-ä-dire q^'^e^"^ (qf — !)(«? — 1). ... 

$. 5. En supposant 

1. N = p''.M et M=q^i)y...., 
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/?^ (/,«?,... . elant des nombres preraiers difFerents, «, ß, y, .... des nom- 
bres enliers, et tous les nombres premiers avec p" moindres que p" re- 
presentes par 

2. ri, r^, r^, r^ 0^ =P""*(p-l)X 

il sera d'apres le §. 4. facile de construire un tableau qui renferme tous les 
nombres premiers avec p"" moindres que N savoir: 

r,, r,+p% r, + 2p% r,+Sp% .... r, + iM^l)p% 

r,, r,+p% r, + 2p% r, + Sp% .... r^ + {M-i)p% 

3. (r3, r,+p% r, + 2p% r, + 3p% .... r, + {M^i)p% 



Tu, r,+p%r^ + 2p% r^+3p% .... r^ + {M-\)p\ 
Car si a = Ä.rf+c, k etant un nombre entier ou zero, a sera un nombre 
premier avec rf, si c l'est avec rf, si au contraire c et rf ont le plus grand 
diviseur commun d^ ä e\ d auront aussi le plus grand diviseur commun d. — 
Lc tableau precedent en contenant tous les nombres premiers avec p"" moin- 
dres que iV renfermera tous les nombres premiers avec N moindres que iV, 
mais contiendra aussi beaucoup de nombres qui ne sont pas des nombres 
premiers avec iV. 

§. 6. D'apres ce que nous avons prouve (§.4.) en mettant m=p, 

/>" etant un nombre premier avec q^t)"^ chaque colonne horizontale du 

lableau de §.5. renferme q^^^t'^"^ (^ — l)(f?-— 1) — nombres premiers 

avec iV, il y a p^'^^ip—i) colonnes horizontales, donc le tableau de §.5. 

renferme p""* q^~^ f>^~^ (p — 1 ) (9 — 1 } («? — 1 ) nombres premiers diffe- 

rents avec N moindres que N. II en resulte que ce tableau contient tous 
les nombres premiers avec iV moindres que iV. 

Demonstration du theoreme enonee. 

§. 7. Soit p un nombre premier impair^ et soient 

tous les nombres premiers avec p** moindres que p"^ dont r^ = 1, r^=p"— 1, 
u=:p"-^(p— 1) sera un nombre pair. Kons allons ä present considerer 
les nombres 

2. rj, Tj, r*, .... r^^i, 

dont le nombre sera egalement pair. Soit s un des nombres 2, 3, 4, . . . 
... ;//—!), la congruence 

3. r,x E^ 1 (mod. p") 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIX. Heft 4. 42 
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ne sera satisfaite que dans le cas oü x est un nombre premier avec p"^. 
X ne pourra dtre egal ni ä 1 ni a ^""--1, car dans le premier cas, 
r, serait egal ä 1, dans le second, r, serait egal ä p'^ — i. x ne pourra 
ötre egal a r,, puisque d'apres §.1. la congraence x'^^i (mod.p") n'est 
satisfaite que par x = i et a?=/i"— 1. La congruence (3.) etant du pre- 
mier degre et r, etant un nombre premier avec p"", n'admet qu'une seule 
racine. P. c. r^ et x etant tous les deux des nombres differents conte- 

nus en (2.), on pourra former ^-^— congruences de la forme (3.) qui ne 
contiendront que toutes les valeurs de (2.)? mais dans lesquelles chaque 
valeur ne se trouve qu'nne seule fois. Le produit de ces ^-y- con- 
gruences donne 

4. r2.r5.r4....r^_i ^ 1 (mod. p**), 
laquelle multipliee par la congruence l.(p''— 1)^—1 (mod. p") ou par 
Ti.r^^— 1 (mod./i"') donne 

5. r1.r2.r3 r^^— 1 (mod.p"), A*"""* =p""^(p -1). 

En appliquant le mdme raisonnement au module 2p'', p etant un nombre 
premier impair, puisque la congruence a?^ ^ 1 (mod. 2p") n^a que les racines 
1 et 2p''— 1 (cf. $.2.), on trouvera en designant par (1.) tous les nombres 
Premiers avec 2p'' moindres que 2 p'', 

6. r1.r2.r3 r^ = — 1 (mod. 2p"), /^ = (p""'^)(p— 1). 

La möme proposition a encore lieu pour le module 4 puisque 1.3^—1 
(mod. 4). 

Le möme raisonnement applique au module 2''(a;>2) nous donnera, 
puisque la congruence x^^i (mod. 2''), a etant plus grand que 2, n'a que 
les quatre racines 1, 2"-^-l, 2"~*+l, 2"— 1, et que 

7. l.(2"-1) = --l (mod. 2«) et (2— ^-l)(2«-^+l) = -1 (mod. 2«}, 
en designant par (1.) tous les nombres premiers avec 2" moindres que 2% 

8. r,.r2.r3....r^E= 1 (mod. 2**), a>2, ili=z2'"'\ 

§. 8. Apres avoir considere les cas de N = p'', N= 2p" (p etant 
dans ces deux cas un nombre premier impair), iV=4, iV=2"(a>2), 
nous allons considerer tous les autres cas possibles compris sous la forme 
de N = p''q^f>^ — , p, q, e, .... etant des nombres premiers differents. 

Dans tous ces derniers cas q^^^e^'^ (^— 1)(«?— 1).... est un nombre pair, 

c'est-a-dire dans chaque colonne horizontale du tableau de §.5. il y a un 
nombre pair de nombres premiers avec iV moindres que iV. 
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Tous les nombres de la premiere colonne horizontale du tableaa 
de §. 5. sont congrus avec n suivant le modale p"^, lous ceux de la se- 
conde colonne avec r^, ceux de la troisieme avec r^^ etc. En ne prenant 
dans toutes les colonnes horizontales que les nombres premiers avec N, 
chaque colonne donne q^^^e^"^ ....{q—\){f>-'\) etc. congruences selon p*. 
Le produit de toutes ces congruences donne, en designant par [iV] le produit 
de tous les nombres premiers avec iV moindres que iV^ 

1. [iV] = (ri.r2.r3....r^/'"'«^""'--(^-i)(^-i).... (raod. p% 

lequel d'apres §.7., puisque q^'^t}^"^ (^—l)(f?— •!).... est un nombre 

pair, donne 

2. [TS] = 1 (mod. p% 

On trouve par des raisonnements analogues 

[iV] = 1 (mod. p"), 

3 ; [iV] = 1 (mod. q^), 

' [iV] = 1 (mod. t?y), 



Les modules de toutes ces congruences etant entre eux des nombres pre- 
miers, il en resulte 

4. [iV] = 1 (mod.p^^V.... ou mod. iV), 

ce qu'il s'agissait de prouver. 
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17. 

Recherchesr sur diverses applications de PAnalyse 
infinitesimale a la Theorie des Noiubres. 

Premiere partie. 
Par Mr. G, Lejeune Dirichlet, 



Jlin m'occupant, il y a deiix ans*\ a prouver quo toute progression 
arithmetique indefinie. dont les tenues iront pas tous un meme diviseur 
commun, renferme une infinite de nombres preiniers. ce qui n'avait pas 
encore ete fail dune maniere rigoureuse. j*ai ete oonduit a en visager un 
grand nombre de questious relatives au\ nombres. sous un point de vue 
entiereraent nouveau, et qui les raltache anx priucipes de l'analyse infinite- 
simale et aux proprietes remarquables d'une classe de series et de pro- 
duits infinis qui ont beaucoup d'analogie avec les expressions que Tillustre 
Etiler a considerees dans le chap. de son Introd. a Tanalyse de Tinfini^ 
ayant pour titre 5,De seriebus ex evolutione factorum ortis/' Dans une 
note inseree dans ce Journal**), j'ai deja indique plusieurs des questions 
auxquelles ce genre d'analyse peut etre applique. Je uie propose mainte- 
nanl d'exposer mes recherches sur cetle matiere avec tous les deveIop|)e- 
ments necessaires. dans une suite de memoires dont celui que je sounicts 
aujourd'hui au jugement des geomelres, sera particuliercment destine a 
Pexamcn d'une question dont la Solution navail pas encore ete donnee, 
et qui a pour objet de determiner le nombre des formes quadratiques 
diiTerentes dont le delerminanl D est un entier quelconque positif ou ne- 
gatir, ou ce qui est la m^me chose, le nombre des diviseurs quadratiques 
qui appariiennent ä fexpression x' — Dy'. L'analyse qui nous condu ra 
" la Solution complete de cette question interessante^ nous fournira en 

*) Lc memoire que j'ai lu sur cette question u l'Acadömie de Berlin, vient d'etre 
impriiiic danH la collection de rAcademie, ann^e 1^37. 

**) Tome XVIII. pag. 259. 
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meme temps et pour ainsi dire, chemin faisant, des demonstrations nou- 
velles et tres- simples de plusieurs beaux theoreraes düs ä Mr. Gaufs^ mais 
que cet illustre geometre n'avait etablis qu'au moyen de considerations tres- 
compliquees dans la seconde partie de la 5*^™® section de ses Disquisitiones 
arithmeticae. 

Cette section de Touvrage de Mr. Gaufs^ qui est consacree ä la 
theorie des formes du second degre, se compose de deux parties tres- 
distinctes, dont la premiere, qui se termine ä Tart. 223, peut etre con- 
sideree comme Texposition de la partie elementaire de cette theorie, et 
renferme tous les resultats anterieurement donnes par Euler, Lagrange 
et Legendre, completes et etendus ä beaucoup d'egards et deduits d'ail- 
leurs de principes nouveanx. La seconde partie qui commence propre- 
raenl ä Fart. 234, (les art. 223 — 233 contenant des definitions et des lem- 
mes qui servent d'introduction ä la seconde partie) se compose presque 
exclusivement de recherches propres ä Tilluslre auleur. Ces recherches, 
aussi reraarquables par la profondeur des melhodes que par le nombre 
et la Variete des resultats, forment sans contredit la partie de toul Tou- 
vrage dont Tetude presente le plus de difficultes. Aussi sont-eiles tres- 
peu connues des geometres, et Ton doit y rapporler particulierement ce que 
Legendre dit dans la prefacc de la seconde edition de sa Theorie des Nombres, 
lorsqu'apres avoir indique les decouverles de Mr. Gatifs qu'il avait fait enlrer 
dans son ou vrage, il ajoute: 

„On aurait desire enrichir cet Essai d'un plus grand nombre des 

excellents materiaux qui composent Touvrage de Mr. Gaufs: mais les 

methodes de cet auteur lui sont tellement particulieres qu'on n'aurait 

pu, sans des circuits Ires-etendus, et sans s'assujettir au simple röle de 

traducteur, profiter de ses autres decouvertes." 

J'ose donc esperer qu'independamment des resultats nouveaux qull 

fait connaitre, mon travail pourra encore contribuer ä Tavancement de 

la science, en etablissant sur de nou velles bases^ et en rapprochant des ele- 

ments, de helles et importantes theories, qui n'ont ete jusqu'ä present ä la 

portee que du petit nombre de geometres capables de la contenlion d'esprit 

necessaire, pour ne pas perdre le fil des idees dans une longue suite de 

calculs et de raisonnements tres-composes. 
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Les lettres /r et (> designant deux quantites positives, la premiere 

Gonstante, la seconde variable, considerons la somme de la serie infinie 

11 1 

Gelte somme croissant au dela de toute limite finie, lorsque la variable q 
devient infiniment petite, voyons quelle est la fonction de (> la plus simple 
qui puisse servir de mesure a cette augmentation, ou, en d'autres termes, 
dont le rapport ä Texpression precedente converge vers Tunite, lorsque q 
convergera vers zero. Pour cela, nous aurons recours ä la formule connue 



En mettant successivement k, k+\^ &+2, .... a la place de Ar et faisant 
la somme de toutes ces equations, la serie (1.) se trouvera exprimee 
comme il suit, 

Si I OD ajoute — ä cette expressioa et que l'on en retranche la qaantite 
^««•^ /(l+^=r(iTe)/'^''^'"(^)'''^' ®"® deviendra 

Comme le second terme converge vers la limite finie 



/F--sfe)'- 



Ar etant I>0, on conclut que le rapport de la somme (1.) a la fraction — 

a Tunite pour limite, lorsque la variable positive q devient moindre que tonte 
grandeur donnee. 

Au moyen du resultat precedent, il nous sera facile de demontrer 
le theoreme suivant dont nous ferons un usage tres - frequent dans nos 
recherches. 

^Soient 

^« ^M ^9 ^39 • • • '9 ''ny • • • • 

des constantes en nombre infini, positives, differentes de zero, inegales ou 
en partlo egales; soit encore f{t) une fonction discontinue de la variable 
positive t^ qui exprime combien il y a dans la suite (2.) de termes dont 
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la valeur ne surpasse pas celle de /. Cela pose, si la fonction f[t) peut 
ötre mise sous la forme 

3. f{t) = ct+tyyj{t), 
c ei y designant des constantes positives dont la seconde est inferieure a 
Tunite, et la nouvelle fonction y^it)^ abstraction faite de son signe et quelque 
grande qu'on y suppose la variable t, restant loujours moindre que la constanle 
positive C, je dis que la somme 

4. (p(9) = /rT^ + /TT^ + jn^ + etc. 

dans laquelle q designe une variable positive, sera teile qu'on aura pour une 
valeur infiniment petite de q, 

c'est-a-dire que le rapport de la somme y(p) a la fraction — conver- 

gera vers Tunite, lorsque ^ devient moindre que toute grandeur donnee/' 

Comme le nombre des termes de la suite (2.)? qui ne surpassent 
pas Tunite, est limite, (ce nombre etant =c-\-\fj{i)) et comme parmi ces 
termes il n'y en a aucun dont la valeur seit zero, il est evident par la 
nature de la proposition qu'il s'agit d'etablir, que nous pouvons omettre 
la partie de Texpression (p((f)^ qui correspond a ces termes. Ce qui reste 
apres ce retranchement , etant toujours designe par (pi(f)^ choisissons une 

constante cJ superieure ä ._ , et partageons la somme (p{()) en une infinite 

de sommes partielles, en comprenant dans la m^^^^ de ces sommes partielles, 
tous les termes qui satisfont a la double condition 

et par suite ä celle-ci 

_J_^_L_> * 

Le nombre de ces termes sera evidemment 

La valeur numerique de /^V^(/), lorsqu'on suppose successivement t = m^ 
et t = {m+if^ etant inferieure a C{fn+iy^^ on aura ces deux inegaliles 

f{{m+i)^)-f{m^) < c{{m+\)^-m^) + 2C{m+iy^ 

> c((m4-iy^-fw^)-2C(m+l)y'^. 
En combinant ces inegalites avec celles que nous venons d'ecrire, on con- 
dura que la somme partielle dont il s'agit, est respectivement inferieure et 
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supeiieure aux quaniites 

11 suit de lä qu'on a 

le signe -5* s'etendant depuis >» = 1 jusqu'ä m = ^ . 
Puisqu'on a en verlu d'un theoreme connu 

6„^ designant une fraction positive, Tinegalite precedeute pourra se mettre 
sous la forme 

Or, (j devenant infiniment petit, les deux dernieres sommes resteront finies 
car elles seront constainment inferieures a celles-ci 

qui sont elles-niemes finies, comme il est facile de le voir au moyen des 
principes connus, si Ton se rappelle que d'apres la supposition faite sur 
la constante d\ on a (J(l — y)>l. Quant ä la premiere somme, comme 

eile a une forme analogue a Texpression (1.) consideree plus haut, eile 

i 
sera evidemment -g-^ (> etant suppose infiniment petit. On voit donc que 

la limite superieure de (p{()) prend la forme — , lorsque p devient moindre 

que toute grandeur donnee, et comme le meme raisonnement peut s^ap- 
pliquer ä la limite inferieure et conduit au meme resultat, la proposition 
enoncee se trouve etablie. 

On pourrait donner au theoreme que nous venons de demontrer, 
beaucoup plus d'etendue, mais comme ce theoreme tel que nous Tavons 
enonce, suffit aux applications que nous avons en vue, quant a present, 
nous ne nous arröterons pas a cette generalisation qui ne presente d^ailleurs 
aucune difficulte. 

Nous aurons encore besoin de deux autres lemmes qui appartiennent, 
comme le precedent, ä Tanalyse infinitesimale. Le premier de ces nouveaux 
lemmes est tellement simple que nous nous contenterons de Fenoncer, sans 
en donner la demonstration qui est tres-facile a suppleer. 
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Tous les points d'un plan infini etant rapportes a deux axes rectan- 
gulaires des x et des y, concevons dans ce plan nne courbe fermee assu- 
jettie ou non a une mdme loi analytique dans toutes ses parties, suppo- 
sons que les dimensions de cette courbe augmentent de plus en plus et au 
dela de toute limite, de maniere cependant que la courbe variable reste 
toujours semblable ä elle-rodme, et designons par o faire egalement variable 
ä laquelle la courbe sert de contour. 

Soient maintenant a, b, a, ß quatre constantes dont les deux pre- 
mieres ont des valeurs positives, et supposons que Ton construise tous les 
points dont les coordonnees o; et j^ ont la forme 

6. x = ae-i-a, y = bw+ß, 
ou <? et tr designent tous les entiers depuis ~oc jusqu'a oc. Cela pose, 
si Ton designe par F{a) le nombre de ces points situes dans Tinterieur 
de la courbe, on aura evidemment pour des valeurs infinies de a, 

^(<^) = -^^^ 

c^est a dire que le rapport des deux membres de cette equalions conver- 
gera vers Tunite lorsque a croit au dela de toute limite positive. II est 

egalement facile de voir que la difference F{a) j- croitra moins rapi- 

dement que la puissance o^^ Texposant y etant suppose I>i. Nous pou- 
vons donc poser 

oü Ton a i<y<Cl9 et Ton sera assure que la fonction rp{o)^ abstrac- 
tion faite de son signe, restera toujours moindre qu'une certaine con- 
stante finie C. 

Le dernier des lemmes que nous emprunterons a TAnalyse infinite- 
simale, se rapporte a la theorie des series. On sait que les series infi- 
nies convergentes sont de deux especes tres-differentes , les series de la 
premiere espece etant convergentes independamment des signes dont leurs 
termes sont affectes, tandis que celles de la seconde ne jouissent de cette 
propriete que parceque les termes se detruisent en partie par Topposition de 
leurs signes. 

La convergence d'une serie de la premiere espece subsiste et sa 
somroe conserve toujours la möme valeur quel que seit Tordre que Ton 
etablisse entre ses termes. Les series de la seconde espece se coroportent 

Crelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 43 
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d'une maniere entierement diflferente. Une serie de cette espece, conver- 
gente pour un certain arrangement de ses termes, peut perdre cette pro- 
priete, lorsque cet ordre vient ä 6tre change. II peut arriver aassi que la 
Serie seit encore convergente apres ce changement, mais que sa somme 
ait varie en m^me temps que Tordre de ses termes. Ces remarques inti- 
mement liees ä notre sujet, comme on le verra plus loin, ne sont pas 
Sans importance pour d'autres recherches. II en resulle par exemple et 
pour le dire en passant, que si Ton par vient a sommer une serie qui ap- 
partient a la seconde espece, et que Ton trouve pour la somme de la serie 
une valeur entierement determinee, sans que Tordre dans lequel les termes 
sont supposes se suivre, entre comme un element essentiel dans Tanalyse 
dont on fait usage, la methode de sommation doit renfermer quelque vice 
Cache, ou du moins a besoin d'etre completee par quelque consideration qui 
indique clairement quel est Tarrangement des termes auquel la somme obtenue 
correspond. 

Pour revenir ä notre objet, seit s une variable positive et conside- 

rons la serie dont le terme general est 

1 
c 



n ^s '> 



rentier n etant susceptible de toutes les valeurs depuis n = i jusqu'a 
n = oc. Si nous supposons que c^, abstraction faite de son signe, et quel 
que seit Tindice n, seit toujours moindre que la constante Cy notre serie 
appartiendra ä la premiere espece tant que Ton aura 5>>1. En posant 
donc 5=l + (>, p etant une variable positive aussi petite que Ton voudra, 
la somme 

aura une valeur unique et entierement independante de Tarrangement de 
ses termes. Concevons maintenant qu'il s'agisse d'obtenir la limite vers 
laquelle la fonction y^(1+(>)? evidemment continue tant que la variable (i 
reste positive, converge lorsque (> devient moindre que toute grandeur don- 
nee, en supposant toutefois qu'une pareille limite existe ce qui peut n'avoir 
pas Heu. D'apres les remarques faites plus haut, on ne serait pas fonde ä 

dire que cette limite seit exprimee par JSc^ — , Tordre des termes etant 

arbitraire, car il est evident que cette derniere serie appartient a la seconde 
espece, et n*a par consequent pas de somme determinee. 
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Les suppositions enoncees plas haut, etant conservees, soit Ar un entier 
positif, et concevons que c^ satisfasse a l'equation 

oa en d'aatres termes, que la suite 

Ci, C2, .... Cjij Cjfc+i^ ^Jb4-2i .... C2ky ^jb-fM • • • • 

soit periodique, le nombre des termes qui composent une periode, etant 

egal ä Ar. Supposons encore que la somme de ces termes soit zero, c'est a 

dire que Ton ait 

9. Ci+C2+* — hc* = 0. 

Gela etant, je dis que la somme 



qui ne depend pas de Tordre des termes, converge vers une limite finie^ 
donnee par Texpression 



* n ^ 



oü les termes sont supposes se suivre dans Tordre naturel, c'est ä dire 
de maniere a ce que les valeurs de n croissent constamment depuis n = 1 
jusqu^ä n = oc. Pour demontrer cette assertion, il suffira evidemment de 
faire voir que la Serie, 



n ^4 



les termes etant ranges dans Tordre indique, reste convergente et exprime 
une fonction continue de 8^ depuis « = 00 jusqu'a 5=1 inclusivement. Or 

il est facile de prouver que cette double propriete subsiste non seulement 

entre les limites precedentes, mais plus generalement tant que s reste su- 

perieur a zero. En effet, h etant un entier positif quelconque, exprimons 

par une integrale definie la somme du AAr premiers termes de la serie 

precedente. Au moyen de la formule 

/V...g-(i).x = m. 



\t 1 



et en ayant egard ä 1 equation (8.), on trouvera pour cette somme 

le signe sommaloire s^etendant depuis n = \ jusqu'ä n = Ar. La poly- 
nome JS'c„x"'"* etant divisible par i—x, comme on le voit par l'equa- 
tion (9.), la fraction algebrique sous le signe d'integration reste finie. Soit 
K la plus grande valeur numerique de cette fraction depuis .t = jusqu'ä 

43* 
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a; = 1 ; la seconde integrale sera donc moindre qae 

^yvi«g-(|)<«x = -^. 

et s'evanouira pour h = oc. II resulte de la que la serie prolongee a Tiofini 
est convergente, et Ton voit avec la m^me facilite que sa somme exprimee 
par la premiere integrale, est une fonction de ^^ qni varie d^une onaniere 
continue avec cette variable tant que Ton a 5 >> 0. 

§. 2. 
p etant un nombre premier impair, positif ou negatif^ et Ar un en- 
tier non-divisible par p, qui peut 6tre aussi positif ou negatif, nous de- 

signons avec Legendre par y — j Tunite prise avec le signe plus ou avec 

le signe moins, suivant que Ar sera ou ne sera pas residu quadratique re- 
lativemnt a p, LMllustre auteur definit le symbole (— J comme le reste 

que donne la puissance k ^ , lorsqu'on la divise par p; la definition prece- 
dente, quoique la meme au fond, est preferable pour notre objet en ce 
qu'elle ne suppose pas que p seit un nombre positif. Si nous designons 
par / un second entier non-divisible par p et par q un nombre premier 
impair dont la valeur numerique differe de celle de p, on aura suivant la 
notation precedente: 

, j(^)(^-)=(^). (^)=(-»r. (})=(-«)^. 

(p=(f)(-ir'"^- 

Ces equations qui renferment toute la theorie des residus quadratiqoes, 
supposent de plus, la secdnde que p est positif, la quatrieme que p et q 
n'ont pas simultanement le signe negatif. 

Les entiers k et P, positifs ou negatifs, n'ayant pas de diviseur com- 
mun, et le second P^ que nous supposons impair, etant decompose en ses 

facteurs simples p, p\ p*\ egaux ou inegaux, de sorte que P == pp'p*' ...., 

nous aurons souvent ä distinguer si ceux des nombres premiers p^ p, p"^ .... 
a Tegard desquels k est non- residu quadratique, sont en nombre pair oa 
impair, ou ce qui est la meme chose, si le produit 

a la valeur -fl ou celle- ci —1. Mr. Jacobi a propose d'etendre la no- 



17. Lejeune Dirichlet, recherches s, diverses applicat. de fanalyse inßniiisim. etc. 333 
tation de Legendre ä de semblables produits et d'ecrire 

(^) = (})(^)(^)- 

Comme cette generalisation de la notation de Legendre ^ dont nilustre geo- 
metre que je viens de eher, a fait des applications ingenieuses,*) et Ires- 
propre a simplifier les formules et ä abreger les demonstrations , nous 
radopterons dans ce qui suivra. On aura suivant cette notation 

(t)(t)=(t)' (|)(|)=(^). (t)=(-.)= 



P-1 



(■^)=(-i)^, (4-)=(i)(-i) 



2 

9 



en supposant que les entiers Ar et / n^ont pas de diviseor commun avec 
les nombres impairs P et ^, que P est positif dans la troisieme, et enfin 
que F et ^ sont premiers entre eux et n'ont pas simultanement le signe 
negatif dans la derniere de ces equations. Toules ces equations sont ou 
evidentes ou se deduisent facilement des formules (1.)? et il serait d'autant 
plus inutile de nous arräter a les demontrer que les theoremes qu'elles 
expriment se trouvent deja, a la notation pres, dans Touvrage de Mr. Gaufs 
art. 133. Pour eviter des distinctions inutiles il conviendra de ne pas exclure 

le cas oü P dans le syrabole (-pj a la valeur ±1, en supposant (n:T) = l. 

II est evident que cette nouvelle Convention est compatible avec les equa- 
tions precedentes, et qu^en Tadoptant, la troisieme de ces equations se trou- 
vera comprise dans la cinquieme et repondra a ^ = —1. 

Nous terminerons ce §., en posant les equations evidentes qui suivent, 
et dans lesquelles A: et / designent des nombres impairs et d la valeur +1, 

3. j^cj^^cy^-, j«(y«=j«. 

§. 3. 
Nous avons maintenant a rappeler quelques resultas connus qui se 
rapportent ä le theorie des formes quadratiques. En designant par D un 
entier positif ou negatif (le cas de D = sera excepte), nous appellerons 
avec Mr. Gaufs forme du determinant D, toute expression comme 

ax'^ + 2bxy + cy^, 
üy b, c etant des entiers donnes, lies entre eux par la condition b^--ac= D, 

*) Gompte rendu des söances de rAcad^tnie de Berlin, Oct. 1837. 
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ei X et y designant des entiers indetermines. Lorsque le determinant D 
est un nombre negatif, les coefficients extremes seront toujours de mdme 
signe. Nous ne considerons, dans ce cas, que les formes pour lesquelles 
ce signe est +9 c'est a dire les formes qui n^expriment qae des nombres 
positifs. Mr. Gaufs ränge les formes qui appartiennent ä un m6me de- 
terminant en differents ordres, en comprenant dans un mdme ordre toutes 
Celles pour lesquelles le plus grand diviseur commun de a^ 6^ a la möme 
valeur. Nous supposerons toujours qu'un pareil diviseur n^existe pas ou 
plutöt qu'il est egal a Tunite, les autres cas peuvant toujours Stre im- 
mediatement ramenes a celui-ci. lies formes dont il s^agit et dont Ten- 
semble forme Tordre appele primitif, peuvent elles-mgmes presenter deox 
cas. II peut arriver que a et c soient simultanement pairs ou que cetle 
condition n'ait pas lieu. Dans le second de ces cas, les formes constituent 
ce que Mr. Ganfs appelle Tordre proprement primitif, Tautre cas etant 
celui de Tordre improprement primitif. Quand nous parlerons de formes 
quadratiques sans autre designation, nous sous-entendrons toujours que ces 
formes appartiennent ä Tordre proprement primitif. On sait d'ailleurs que 
Tordre improprement primitif n'existe que lorsqu'on a /> ^ 1 (mod. 4). 

Deux formes ax'^+2bxy + cy^ , a'x'^'\-2b'x'y' + c'y'^ etant telles que 
la premiere se change dans la seconde, au moyen de la Substitution 
x = ax'+ßy', y =)'x*+^y'y oü Ton a aJ— ^y = +l, 
sont dites equivalentes et cette equivalence est appelee propre ou impropre, 
suivant que le signe superieur ou le signe inferieur a lieu. Getto di- 
stinction que Mr. Gaufs a introduite dans la theorie des formes quadra- 
tiques, est qui est analogue a celle que Ton fait en geometrie entre Tega- 
lite par superposition et Tegalite par symetrie,^) a beaucoup d'importance 
en ce qu^elle conserve a la theorie des formes du second degre une sim- 
plicite que cette theorie n'aurait pas, a beaucoup pres, si Ton n'y avait pas 
egard. Nous n^aurons pas ä considerer requivalence impropre; en disanl 
donc simplement que deux formes sont equivalentes, nous sous-entendrons 
toujours quMl s'agit de Tequivalence propre. 



*) On peut consulter sur cette analogie remarquable un article que Mr. Gaufs a ins^i-ö 
dans les anDonces litt^raires de Gottingue et dans lequel l^Iiustre auteur, apr^s avoir rendu 
compte d'uD ouvrage de Mr. Seher sur les formes quadratiques k trois ind^termin^es, entre 
dans des d^tails tr^s-int^ressants, sur la maniöre dont on peut repräsenter g^omätriquement 
les propri^t^s des formes du second degrä qui renfermentdeux ou trois entiers indetermines. 
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Les formes (positives et proprement primitives) dont le determi- 
nant est un nombre donne D, et qui sont toujours en nombre infini^ 
peuvent se distribyer en un nombre limite de classes^ en plaQant denx 
formes dans la mdme classe ou dans des classes diiTerentes suivant que 
ces formes sont ou ne sont pas equivalentes. Si i'on prend dans chaque 
classe Tune quelconque des formes qui la composent^ on aura ce que nous 
appelerons le Systeme complet des formes diiferentes, ou plus simplement, 
les formes diiTerentes du determinant D. Ce Systeme etant construit, 11 
est evident que toute forme dont le determinant est D, aura toujours 
son equivalente et n'en aura qu'une dans ce Systeme. II est egalement 
facile de voir que si Ton construit un Systeme semblable pour Tordre des 
formes improprement primitives, ce nouveau Systeme jouira de la meme 
propriete relativement ä toute forme qui appartient au möme ordre. 

Les formes diiferentes qui correspondent au determinant quelconque 
D, sont divisees par M. Gaufs en genres, qui sont analogues ä ce que 
Legendre appelle groupes de diviseurs quadratiques. La diiference qui 
existe ä cet egard entre les illustres geometres que je viens de citer, tient 
uniquement ä ce que Legendre exclut les determinants qui ont des divi- 
seurs quarres, ce que Mr. Gaufs ne fait pas et ce que nous ne ferons pas 
non plus, la consideration des determinants de cette espece etant indispen- 
sable dans diiTerentes recherches. Voici maintenant les principes tres- 
faciles a elablir, sur lesquels la division en genres repose. (Disq. arithm. 
art. 229 et suiv.) 

I. Si / est un nombre premier impair qui divise D, les entiers m^ 
non-divisibles par l, qui peuvent dtre representes par une mdme forme ayant 

D pour determinant, sont ou tous tels que ^^J=l, ou tous tels que 

(7)=-<- 

II. Lorsqu'on a /> e^ 3 (mod. 4), les nombres Impairs m^ susceptibles 

d'ßtre representes par la mäme forme, sont ou tous tels que (— 1) ^ = 1, 



OU tous tels que (-1) ^ = — 1. 

III. Lorsqu'on a D^2 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles 



m^-l 



d'Ätre representes par la mömo forme, sont ou tous tels que (—1) ** = 1, 



m»— 1 



OU tous lels que (—1) ^ =— 1. 
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IV. Lorsqu'on a /> e^ 6 (mod. 8), les nombres impairs m, sasceptibles 

m— 1 m»-l 

d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (— 1) ^ ^ = 1, 

m—l wi'— I 

OU tous tels que (—1) ^ ** =—1. 

V. Lorsqu'oD a /> ^ 4 (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles 

7/i-l 



d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (—1) ^ = 1, 



m-l 



ou tous tels que (—1) =—1. 

VI. Lorsqu'on aD^O (mod. 8), les nombres impairs m, susceptibles 
d'etre representes par la möme forme, sont tous exclusivement contenus 
dans Tune de ces quatre formes 8^+1, 3, 5, 7, ou, ce qui revient au 



»n— 1 m*— 1 



meme, on a a la fois (— 1) ^ =±1^ (—1) ^ =±^^ chacun des deux 
signes ambigus restant invariable pour la mSme forme. 

Toute propriete de la nature de Celles exprimees dans les enonces 
precedents, est ce que Mr. Gaufs appelle un caractere particulier de la forme 
a laquelle cette propriete appartient. C'est ainsi qui les caracteres particuliers 
de la forme 5jj^4-4a?y + 14y% dont le determinant est —66 = — 2.3.11, 
sont contenus dans les equations 

(1)=-'- (^)=i' (-i)^'^=-i. 

L'ensemble des caracteres particuliers d'une forme constitue son carac- 
tere complet, et la distribution des formes en genres consiste ä rapporter 
au mäme genre les formes qui ont le möme caractere complet, et ä des 
genres diiferents Celles dont les caracteres complets sont differents. Quant 
au nombre des genres differents, ou ce qui est la möme chose, des carac- 
teres complets diflferents, il est, generalement parlant, moindre que celui 
des combinaisons que Ton peut former avec les caracteres particuliers dif- 
ferents, puisqu'il existe toujours, a Texception d'un cas singulier, une re- 
lation entre les caracteres particuliers qui conviennent a la möme forme 
quadratique, relation qui derive des theoremes (2.) du §. precedent. Pour 
voir en quoi consiste cette relation, seit S^ le plus grand quarre qui divise 

D, et designons par P ou par 2P le quolient -^, suivant qu'il est impair 

ou pair. Nous aurons donc selon ces deux cas 

D = PS', ou D=^2PS' 
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et le nombre iinpair P etant decompos^s en ses facteurs simples p, p^ p, • • • • 

P = pjt^y ...., 

ces facteurs seront tous inegaux. Si nous considerons maintenant une 
forme quelconque, appartenant a Tordre proprement primitif et ayant D 
pour delerminant, on pourra toujours attribuer aax indeterminees x eX y 
^ des valeurs premieres entre elies et telles que la valeur correspondante m 
de la forme soit positive, impaire et premiere ä /). Cela etant^ D sera 
resida quadratiqae relativement ä m et par suite aussi ä Tegard de tous 

les facteurs simples d^e m. (Disq. arithm. art. 154.) On aura donc ( — ) = 1, 

et par coosequent suivant les deux cas que nous venons de dislinguer, 

D'un autre cöte, m etant positif, il resulte des equations (2.) §. 2.: 

= (t)(-1)^'^- 



P-i m—\ 



Si Ton remarque maintenant que la puissance (—1) est equivalente 

m-l 

a 1, ou a (— Ij ^ , suivant que P^l, ou F^3 (mod. 4), et que Ton 

ecrive (— )(^) • •• » ^^ plöce de (^), et (— 1; ^ a la place de (— ), 
on aura ces resultats: 

P^1(mod.4), (^X^) =1, 

P^3(mod.4}, (-lj-^(p(-) =1, 



P^i (mod.4.V (-i)~^(jXy) = 1' 






P = 3 (mod. 4), (-1) ■' « (p(^) ... .=1. 

Quant aux caracteres particuliers qui n'entrent pas dans ces relations, il 
n'existe aucune condition ä leur egard, ou^ pour parier plus exactement 
et pour ne pas aller au dela de ce qui a ete demontre, il ne resulte au- 
cune condition qui les concerne, des theoremes (2.) §. 2., dont nous ve- 
nons de faire usage. Au moyen des resultats precedents et des theore- 
mes enonces plus haut, il sera facile de former le tableau suivant qui 
pourra servir dans chaque cas a faire T^numeration complete des genres 
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diflferents qui repondent au determinant D, et dans lequel 



r> r, r , 



• • • 



designent les nombres premiers impairs inegaax qui divisent D, sans di- 
viser P. 



S = i 



S = 2 



S = 



S=f 1 



S = 2 



S = 



5 = 1 



5 = 



S = l 







Premier cas. D==PS', P=i (mod. 4). 



mod. 2), 
mod. 4), 



mod. 4), 






m—l m* — I . ^ . 

(-1)^, (-1)-^, m, (5),.. 



Second cas. D^^PS", P = S (mod. 4). 



mod. 2), 



mod. 4), 



mod. 4), 



(-1) 



2 

m-l 
2 



' Vp/^ VpO' 



(-')■ . (7). (7). • • • • 



(-1) 



"^< (t). G) 



vT/' \V)^ 



Troisieme cas. D = 2FS', P = i (mod. 4). 



mod. 2), 
mod. 2), 



m«— 1 



(-D'Uj). (f).---- 



8 
m«— 1 



f-')"^. (f-). (5).--- 



(t). (7). • • • 



m-l 
2 



(-i)"^. (t)-(^)>--- 



Qualrieme cas. D = 2PS', P=S (mod. 4). 



mod. 2), 
mod. 2), 



m—l m*—\ 



(-1) 



' Vo/' VpJ' 



m—l 



p 

m«— 1 



(-1) ■' , (-1) 



r"* 



i' Vo'/' 



( 



\T/' VW' 



Pour enumerer les caracteres complets, oq ce qai est la möme chose, 
les genres differents qai peuvent avoir lieu pour un determinant donne, 
il faadra ecrire toutes les expressions qui forment la ligne horisontale qui 
correspond au determinant donne dans ce tableau, les unes a la suite des 
autres , apres avoir egale chaque expression ä + 1 , et varier ensuite les 
signes ambigues de toutes les manieres possibles, en s'assujetlissant toute- 
Töis a la condition que les seconds membres de Celles de ces equations qui 



V 
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repondent a la premiere partie de la ligne horisontale^ doivent donner 1 
pour produit, cette condition colncidant avec celle dont la necessite a ete 
etablie plus baat. Soit, par exemple^ Z)=:2.3.5\ Ce determinant se 
rapportant a la premiere sobdivision du qualrieme cas, on aura ces 4 ca- 
racteres complets: 

(-1-*^=-l,(=)=-l,(f)=l;(-|— *-^=-l, (=)=-!, (=)=-!. 

Suivant la Dotation de Mr, Gaufs, ces mdmes genres seraient characterises 
comme il suit: 

1 et 3, 8; A3; Ä5 - 1 et 3, 8; A3; iV5 ~ 5 et 7, 8; iV3; Ä5 - 

5 et 7, 8; iV3; Nb. 
II Importe de remarquer que les considerations precedentes ne 
prouvent nullement que les genres compatibles avec la condition enoncee, 
existent reellement; on peut en conclure seulement qu'il ne saurait y en 
avoir d'aulres. Quant ä la question de savoir 1". si pour chaque deter- 
minant il y a reellement des formes qui appartiennent ä chacnn des genres 
ainsi enumeres, et 2^ de quelle maniere les formeä diiferentes se distri- 
buent entre les genres, qui ont une existence reelle, c'est une question 
tres-difficile qui forme Tun des principaux objets de la seconde partie de la 
ö*^'"*" section de Touvrage de iMr. Gaufs, et dont nous donnerons aussi plus 
bas la Solution au moyen de nos principes. 

Nous ferons encore observer, avant d'aller plus loin, que si Ton 
designe par k le nombre des expressions contenues dans la m6me ligne 
horisontale du tableau precedent^ le nombre des genres enumeres de la 
maniere indiquee^ sera evidemment exprime par 2^~\ II n'y a qu^une seule 
exception a cette regle generale, exception qui a Heu lorsque la premiere 
partie de la ligne qui est assujettie ä une condition dont reffet est de 
reduire le nombre des combinaisons de moitie, n'existe pas. En jetant 
les yeux sur le tableau, on voit de suite que cela ne peut arriver que 
lorsque le determinant se trouve compris dans le premier cas, et qu^en 
memo temps P ne contient aucun facleur premier p^ p\ .... Comme 
Ton a alors d'une part jPffEl (mod. 4) et de Tautre jP= +1, et par suite 
P=l, on voit que ce cas n^a Heu que lorsque le determinant est un quarre 
positif, et que le nombre des genres est alors egal a 2^. 

44* 
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Tool ee qai preeede, esl relatif aox rormes prapreneot priaitives. 
II 000« reste i eoosiiierer le cos des fornes qoi apparlieflnent ä Tordre 
imprcipreoieof primilif. et qoi oe peovent represeoter qoe des nooüires 
pairs. Ce cas oe peot avoir lieo qoe lorsqo^on a />^1 (nod. 4j^ et par 
ioile P=e1 [mi)A.4n 8^^\ fmod. 2^. Si Ton designe par oi on eatier 
posifif, impair et premier a Dj dont le dooble poisse ölre exprime par 
ane pareille forme, od fonnera sans peine le lableaa qai soit, et dont 
Tosage est entierement semblable ä ceioi da tableaa donne plas haoL 

D = PS", P = 1 (mod. 4), S=\ fmod. 2}, 

^7^/' vy/** I vT"/' \W' 

§. 4. 
Nous avons maintenant a examiner sous qaelles conditions et de 
combien de manieres differentes on nombre m que je suppose positif, im- 
pair et premier a D^ oa son doable peut ötre represente par les formes 
du determinant D^ en supposant que les valeors positives oo negatives 
que Ton attribuera a cet eifet aux indeterminees j? et j^^ doivent ötre 
premieres entre elles, Pour qu'une teile representation soit possible, il 
faut quo D soit residu quadratique relalivement a ot ou a 2fn^ (Disq. 
arithm. 154.) ? conditions dont la seconde ne differe pas de la premiere. 
Or, pour que D soit residu quadratique par rapport a m^ il faut et il sufBt 
qu^on ait pour chacun des diviseurs simples f de m (art. 105.), 

En supposant f positif, est distinguant comme dans le §. precedent, les 4 
CHS suivants que le determinant D peut presenter, 

/; = PS', P- 1 ou 3 (mod. 4); D = 2PS', P=\ ou 3 (mod. 4), 
la condltion dont il s'agit, pourra Stre remplacee en vertu des theoremes (2.) 
§. 2. et Selon ces 4 cas, par Tune de celles-ci: 

2. (-J) = i, (-i/"^(0 = i, (-i)^(-^) = i, {-iy^^{^) = i. 

Cola posc, soit 

3. aaj' + 2 6jjy + cy, a^x^^2b'xy + c'y^y .... 
le Systeme complet des formes diiferentes ,'proprement primitives), ayant pour 
dötorminant le nombre negatif D, et voyons combien de fois le nombre m 
dont tout diviseur simple /* est suppose satisfaire a la condition (1.), peut Stre 
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represente de la maniere indiquee, par ]a totalite de ces formes. Si nous 
designons par // le nombre des diviseurs premiers inegaux f de m, la con* 
gruence 

z^ "^ D (med. m), 
aura autant de racines diiferentes qaMl y aura d'unites dans la paissance 
2^ (art. 105). Soient 

ces racines et cherchons d'apres les preceptes de l'art. 180., les represen- 

tations qui appartiennent a chacune de ces racines. Pour obtenir Celles 

qui se rapportent ä z = Ij il faudra voir si parmi les formes (3.) il y en a 

une qui seit equivalente a celle-ci: 

p D 

mx^ + 2lxy + -——y\ 

Or, m etant impair et premier k D, cette derniere sera proprement pri- 
mitive, et aura donc toujours son equivalente dans le Systeme (3.)^ par 
laquelle m pourra etre represente de deux manieres. Le mSme raison- 
nement pouvant s'appliquer ä toutes les autres racines l\ t\ . . . . , on voit 
que m peut 6tre represente par la totalite des formes (3.), d'autant de 
manieres diiTerentes quMl y a d'unites dans la puissance 2^"^^, deux repre- 
sentations etant considerees comme diiTerentes lorsqu'elles se fönt par des 
formes diiferentes ou lorsqu'ayant lieu par la m6me forme, et designant par 
^9 tfy ^^ P^r ^\ y 9 l^s valeurs simultanees des indeterminees, on n^a pas 
a la fois x = x, et y = y\ 

Si le Systeme complet (3.) est celui de Tordre improprement pri- 
mitif, et si en m6me temps le nombre qu'il s'agit de representer par ces 
formes, est 2m , on arrive a la mdme conclusion. II suffit de remarquer 
que le nombre des racines de la congruence i^ ^^ D (mod. 2 m), est ega- 
lement 2^, et que Tune quelconque de ces racines etant designee par l, 

la forme 2mx^ + 2lxy-^ —^ — y^ sera improprement primitive. C'est ce 

qui resulte de ce que m est impair et premier a />, et de ce que, P et D 
etant de la forme 4i/^l, le coefficient de y' est pair. Nous avons donc 
ce theoreme dans lequel les deux cas sont reunis dans le möme enonce. 

Theoräme /. 
Soient aa?'+ 2 6jjy + cy^, a'x' + 26xy + c'y% .... les formes 
proprement (improprement) primitives diiferentes, ayant Tentier negatif D 
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pour determinaot ; soit encore m un nombre positif, impair et premier 
a D, dont töus les divisears simples f satisfont a celle des conditions (2.)^ 
qui se rapporte au nombre donne D, et desig^nons par // le nombre des 
facleurs simples inegaux de D. Cela pose^ je dis que^ si les indelermi- 
nees x ei y sont assajetties a n'avoir pas de diviseur commun, Tentier m^ 
(2 m) sera toujours represente par la totalite de ces formes, d'autant de 
manieres differentes qu'il y a d^unites dans la puissance 2^^\ 

Remarque. Le tbeoreme precedent est sujet a deux exceptions, 
dont la premiere a lieu lorsqu'on a Z) = — 1 , la seconde lorsqu'on a 
D=^—S^ et qu'il s'agit des formes de Tordre improprement primitif. II 
resulte de Tart. deja cite de Touvrage de Mr. Gaufs, que le nombre des 
representalions est respectivement dans ces cas, 2^^^ ou 3 . 2^^*. 

Pour etablir le tbeoreme que nous allons enoncer, et qui se rapporle 
au cas oü D est un nombre positif (non- quarre)*)^ il n'y aüra rien a 
cbanger aux considerations precedentes, si ce nW qu'au lieu de s'appuyer 
sur Tart. 180. des Disq. arilhm., il faudra recourir ä Tart. 205. du m6me 
ouvrage. Pour reunir le cas des formes proprement primitives et celui des 
formes improprement primitives dans un enonce commun, nous avons fait 
usage de la lettre w, par laquelle il faut entendre le nombre 1 ou 2 selon 
ces deux cas. 

Theordme IL 
Soient ax^-\-2bxy + cy'^ , a'x^ + 2b'xy -{- c*y^ ^ .... les formes 
proprement (improprement) primitives differentes ayant Tentier positif D 
pour determinant; soit encore m un nombre positif, impair et premier a D, 
dont tous les facteurs simples f satisfont ä celle des conditions (2.)^ qui se 
rapporte au nombre donne D^ et designons par ,a le nombre des facleurs 
simples inegaux de D, Cela pose, et les indelerminees x ei y etant assu- 
jetties ä n'avoir pas de diviseur commun, je dis que les representations de 
com par la totalite de ces formes, pourront toujours etre distribuees en 
2^ groupes distincts, en coraprenant dans un memo groupe deux represen- 
tations telles que 

ax'^-\-2bxy + cy^ = com, ax'^ + 2bx'y' + cy'^ = com, 



''') Les formes dont le determinant est un quarrt positif, et qui se döcomposent 
toujours en deux facteurs lin6aires, ne sont pas de väritables formes quadratiques. 
Par cette raison nous les exclurons toujours dans ce qui va suivre. 
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qui se fönt par la m6ine forme quadratiqae, et dans lesqoelles les valeurs 
X, y et X, y' des indeterminees, sont liees entre elles par les equations 

x=^—{x't-{bx+cy')u), y = —{y't+ia'x-{^by')u), 

t ei u designant des entiers quelconqaes positifs ou negatifs tels qa'on ait 

4. f'-Du' = w\ 

[On peut remarquer qoe cet enonce, si Ton y supprimait la 
condition qae D doit etre positif, resterait exact et comprendrait alors 
le theoreme I.. avec ses deax exceptions. En effet, D etant suppose 
negatif , requation (4.) n'a en general qae ces denx Solutions t = ±(0, 
ti = 0, ce qui donne deux representations pour cbaque groupe, de sorte 
que le nombre total des representations, fini dans ce cas, devient 2^+^ 
comme dans le theoreme I. II n^y a exception que lorsqu^on a ou 
Z) = -l, cu = l; ou /) = —3, o) = 2, auxquels cas le nombre des So- 
lutions de Tequation (4.) est respectivement 4 ou 6, ce qui s'accorde avec 
les exceptions indiquees plus haut. Mais tout en faisant remarquer ce 
que le cas de D positif et celui de D negatif ont de commun, comme 
sous d'autres rapports ces deux cas sont tres - differents et doivent ötre 
traites separement, nous avons cru devoir donner deux 6nonces distincts, 
pour pouvoir appliquer plus facilement les resultats precedents que nous 
aurons souvent a employer.] 

II est facile de voir que les representations, ou ce qui est la mdme 
chose, les Solutions de Pequation, 

5. ax^-^'2bxy + cy'^ = com, 
qui appartiennent au m6me groupe, peuvent toujours se deduire toutes de 
fune quelconque d'entre elles, x = a, tf = 7^ ^^ moyen des formules * 

6. X = — («/— (6a + cy)fi), y = — {yt+(aa + by)u)j 

en attribuant ä / et ti toutes les valeurs entieres, tant positives que nega- 
tives, qui satisfont ä Tequation (4.). 

Nous allons faire voir maintenant quMl existe certaines limites tres- 
simples entre lesquelles se trouve toujours comprise une de ces Solutions 
en nombre infini, et entre lesquelles il ne saurait y en avoir plus d^une. 
Pour eviter des distinctions inutiles a notre objet, nous supposerons que dans 
chacune des formes dpnnees, 

ax^ + 2bxy-{-cy'^, a'x'^ + 2b'xy+c'y^ , .... 
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les coefficients de x' et de xy sont positifs, et que celui de y^ est ne* 
^atif. On s'assure facilement de la legitimite de cetle supposition; il sufßt 
de remarquer que parmi les formes qui composent une rnäme classe. et 
entre iesquelles nous pouvons en choisir une a volonte, pour conslruire 
ce que nous avons appele le Systeme complet des formes differentes, ii y 
en a toujours au moins une qui satisfait aux conditions enoncees. En 
effet^ la periode des fonnes reduites qui appartiennent a une classe don- 
nee de determinant positif, contient toujours au moins deux formes (Disq. 
arithm. art. 187.), et il est evident que sur deux formes contigues quel- 
conques de cette periode, il y en a toujours une qui est teile que 

7. a>0, 6>0, c<0. 
Ges conditions ayant lieu, il est facile de voir que parmi les Solutions de 
Tequation ^b.)^ il ne saurait y en avoir aucune pour laquelle x seit zero, 
puisqu'il resulterait de cette supposition, cy'^ = m^ ce qui est impossible, 
c et m ayant des signes opposes. La valeur particuliere a sera donc 
aussi dilFerente de zero, et nous remarquerons que cette valeur peut tou- 
jours etre supposee positive. Cela resulte de ce que la Solution a: = a, 
y =- y, qiii sert de point de depart pour obtenir toutes Celles qui appar- 
tiennent a un m6me groupe, peut 6tre choisie a volonte dans ce groupe, 
et de ce que le groupe qui contient la Solution x == a^ y z= y^ renferme 
evidemment aussi celle-ci x=^—a, y = — y^ cette derniere rapportee a 
la premiere, repondant a t = —a), u = 0. 

Les Solutions, en nombre infini, qui forment un meme groupe, et 
qui resultent des equations (6.), peuvent se distribuer en deux groupes 
partiels dont le premier comprend toutes Celles pour Iesquelles on a o; I> 0, 
tandis -que Celles du second satisfont a la condition a: <! 0. 

Nous allons maintenant faire voir que dans le premier de ces groupes 
partiels, les valeurs de y s'etendent depuis — oc jusqu'a oc, sans que 
cette indeterminee puisse obtenir la meme valeur dans deux Solutions dif- 
ferentes, et que celle de ces Solutions pour laquelle j/ a la plus petite va- 
leur positive, diiferente de zero, satisfait a des conditions d'inegalite tres- 
simples au moyen desquelles il est facile de la separer de toutes les autres, 
et de reduire cbaque groupe a une representation unique, ce qui rendra 
le theoreme IL entierement semblable au theoreme L qui se rapporte aux 
determinants negatifs. Pour remplir Tobjet que nous avons en vue, nous 
observerons qu'il resulte de Tequation aa^ + 26ay-f cy^ = com, mise sous 
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ia forme (6a + cy)^ — Z)a^ = coci», et de ce que wem est negatif^ qu'on a, 
abstraction faite des signes, 

et comme Ton a pareillement en vertu de reqoation (4.), 

t u .^ 

on concluti, en faisant toujoors abstraction des signes^ 

«/> {ba + cß)u. 
II suit de lä et de ce qu'on a suppose a^O, que pour embrasser toutes 
Celles des representations contenues dans les equations (6.)^ pour lesquelles x 
a une valeur positive, on n'aura a faire usage que de celles des Solutions 
de Tequation (4.), dans lesquelles < a le signe plus. Or, il resulte d'un 
theoreme connu que toutes les Solutions qui satisfont a cette condition, sont 
donnees par les formules 



U, = 



u^>y-a-»i 



dans lesquelles T ei V designent les plus petits nombres positifs (autres 

que CD et 0) qui satisfont a Tequation (4.)) et oü n doit ötre egale suc- 

cessivement a tous les entiers depuis —oc jusqu'a oc. On aura donc pour 

le groupe partiel dans lequel x est positif, en distinguant les differentes 

Solutions de ce groupe par Ttndice n^ deja employe dans les equations pre- 

cedeutes, 

1 1 

En substituant les expressions de t^^ u^, la seconde de ces equations 
deviendra 

y^ = y — 2VD — ^;w+v>^^>) +C — 27Ö— ^X^-^W • 

11 est facile de voir que les quantites y\-D + aa + )^b^ Y-^fD — aa—Yby 
sont la premier positive, le second negative. Pour s'en assurer il suffira 
de faire voir que aa + yb est numeriquement superieur a yiDy et a le 
signe positif. La premiere de ces assertions se prouve, en mettant Tequa- 
tion aa^ + 2bay -{• cy^ = ojfHj sous la forme (aa + y6)' — /)y^ = cüoiw, 
et en observant que le second membre est positif. Pour justifier la se- 
conde assertion, on remarquera que, puisque la valeur numerique de aa + yb 
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sarpasse celle de y\^Dy eile snrpassera a fortiori celle ie yb, b etant <i}D. 
De lä et de ce qne aa a le signe positif. on conclnt que aa+yb est 
egatement positit 

Comme en vertu de ce qoi precede, les coefficients qui entrent dans 

Texpression de y., sont le premier positif, le second negatif, et qoe d*on 

TU TU 
aatre cdte, les qnantites positives — | — }^D, }D, dont le prodoit 

est 1, sont evidemment la premiere saperieare, la seconde inferienre a Tonite^ 
OD voit Sans peine qae chacon des denx termes dont se compose y,, croft 
avec Tindice n. On anra donc, qoel que soit cet indice, 

y. > y-i , 

ce qai pronve qae, comme noas Tavons avance plas haat, Tindeterminee 
jf ne sanrait obtenir denx fois la möme valear dans le gronpe partiel oa 
X est positif, et Ton voit egalement qae y doit passer da negatif an po- 
sitif, car on a evidemment y_^=--oc, y^=ao. Poar obtenir la Solution 
qne noas avons en vue, et dans laquelle y. a la plus petite valear positive, 
differente de zero, il faadra poser ces deax conditions 

Vn > 0, y,.i ^ 0. 
Si Ton observe qa'en verta des expressions de x^, yny Ky ^m, donnees plus 
haut, on a la relation 

y-i = ^{ynT-iax,+ by,)U), 

la seconde de ces conditions prendra cette autre forme 

iT^bU)y^^aUx^. 
Comme Ton a T>U}fD, b<:^D, et par suite T-6l/>0, rinegalite 

precedente est equivalente a celle-ci 

^ aU 

II resnlte de ce qui precede, que parmi les representations en nombre infini, 
qui forment un m6me groupe, et qui sont toutes donnees par les equations (6.)^ 
il y en a toujours.une qui satisfait a ces trois conditions 

8. a;>0, y>0, y ^ J^ ..j X. 



T^bU 

Ces inegalites ont ete deduites de la definition de la Solution parti- 
culiere que nous voulions separer de toutes les autres contenues dans le 
möme groupe qu'elle. D'apres cette definition, la Solution dont il s'agit 
devait appartenir au premier des deux groupes partiels, et repondre dans ce 



17. Lejeune Dirichlet, recherches s. diterses applicaL de Vanalyse inßnitMm. etc. 347 

groupe a la plus petile valeur positive de y. On peut prouver reciproque- 
ment que toute Solution pour laquelle les inegalites precedentes ont Heu, 
est necessairement parmi toules les Solutions qui forraent avec eile une 
m^me groupe totale celle ä laquelle s'applique la definition precedente; il 
suffit pour cela de repeter en sens inverse les raisonnements que nous 
venons de developper. Cela etant^ on voit que le theoreme II. peut ötre 
remplace par un autre theoreme dont voici Tenonce. 

Thevreme HL 

Les suppositions de Tenonce du theoreme II. etant conservees, si Ton 
ajoute que les coefficients et les indeterminees de la forme ax^-\-2bxy-\-cy^^ 
doivent satisfaire aux conditions (7.) et (8.), et que Ton assujettise toutes 
les autres formes a des conditions analogues, je dis que le nombre des 
representations dilTerentes de Tentier ü)m, que Ton peut effectuer au moyen 
des formes donnees, sera exprime par la puissance 2^. 

Pour rendre plus faciles les applications que nous aurons a faire du 
theoreme precedent, il conviendra de mettre sous une forme geometrique, 
le resultat sur lequel ce theoreme est fonde. Soient a cet effet OX, OY, 
deux axes rectangulaires des x et des y, diriges dans le sens des coordon- 
nees positives, le premier horisontalement, le second verlicalement et de 
bas en haut. Les variables o; et j^ dans Tequation ax^ + 2bxy + cy'^ =^wmy 
etant considerees comme continues, cette equation sera a une hyperbole.» 
et Ton deduira facilement des conditions o>0, 6>0, c<CO, que Taxe 
des y separe Tune de Tautre, les deux branches infinies de cette courbe. 
Si donc nous appellons premiere brauche celle de ces deux branches in- 
finies, sur laquelle Tabscisse x est partout positive, le premier des deux 
groupes partiels precedemment distingues, repondra a cette premiere brauche, 
et Tinterpretation geometrique du resultat etabli plus haut, consistera a 
dire que parmi les Solutions en nombre infini, qui forment le mdme groupe 
total, et qui sont toutes comprises dans les equations (6.), il y en a tou- 
jours une, et qu'il ne saurait y en avoir plus d'une, qui seit representee 
par un point de Tarc de la premiere branche, intercepte d'une part par 

Taxe OX, et de Tautre par la droile qui a pour equation y = ^ . .. x; a 

quoi il faut ajouter qu'on doit toujours exclure la Solution qui repond a Tex- 
tremite inferieure de cet arc. 

45* 
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§. 5. 
II Dous reste une derniere question preliminaire a resoudre, avant 
d'en venir au veritable objet de ce memoire. Cette question consiste ä 
assigner toutes les valeurs simultanees des indeterminees x ei y, qui, 
etant substituees dans une forme donnee du determinant D, rendent cette 
forme premiere ä D, et en outre impaire ou impairement paire suivant 
qu'il s'agit d'une forme proprement ou improprement primitive. Nous de- 
signons par D^ la valeur numerique de D, et nous commencerons cette 
recherche par Texamen du cas oü la forme donnee appartient ä Tordre 
proprement primitif. Ce cas se subdivise lui mdme, suivant que D est pair 
ou impair. Seit en premier lieu D impair. Les indeterminees x el y etant 
mises sous la forme 

2Z),r + a, 2Z)ifr + y, 

oii V, w designent des entiers quelconques positifs ou negatifs, et a^ ^^ sont 
des nombres pris Tun et Tautre dans la suite 

0, 1, 2, 2Di-l, 

on aura evidemment 

ax^ + 2bxy + cy'^ ^ aa^ + 2baj^+c/^ (mod. 2Di). 

La question proposee revient donc a voir pour lesquelles des combinai- 
sons a, y ^ ou piutöt, pour combien de ces combinaisons, car c'est unique- 
ment leur nombre qu'il nous importe de connaltre, le second membre est 
premier a 2Z)i. Nous observerons d'abord qu'on peut, sans nuire en rien 
a la generalite de la question, siipposer Tun des coefficients extrdmes, le 
premier o par exemple, sans diviseur commun avec 2D^, En effet, si cette 
condition n'a pas lieu dans la forme donnee, on peut toujours transformer 
celle-ci en une autre oü eile se trouve remplie. Seit aV^+26Vy' + cy'' 
la nouvelle forme equivalente a la premiere, et soient 

x=px + qy', y = rx+sy', p8 — qr=i^ 

les equations qui correspondent a cette transformation. Si maintenant dans 
les congruences 

a^pa'+q/y y ^ra+sy'^ (mod. 2Z)i), 

Ton combine les nombres a'^ y'^ pris Tun et Tautre dans la suite 0, 1, 2, .... 
2Z)i— 1, de toutes les manieres possibles entre eux, et que Ton deter- 
mine a^ y de maniere a se trouver compris entre les mdmes limites, ä chaque 
combinaison a', y', il correspondra une combinaison et, y^ ei reciproque- 
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ment, comme on le voit en meltant les congruences precedentes sous 
la forme 

a! '=:Sa — qY, y* ^—ra + py (mod. 2/)i)- 
De la et de ce que ron a evidemment 

oa' + 26ay+cy' = oVH26ay+cy' (mod. 2A), 
on conclut qae le nombre des combinaisons a^ y, qui rendent aa^ + 2bay 
+ cy'^^ premier ä 2Z)i, est egal a celui des combinaisons «', / qui pro- 
duisent le mdme effet sur le second membre. Cette conciusion justifiant 
Tassertion avantf^e plus haut, nous pouvons considerer a comme premier 
a 2 Dl, Cela pose, pour qae le trinome aa^ + 2bay+cy^ nVit pas de 
diviseur commun avec 2/)i, 11 faut et il suffit que le produit 

a{aa^+2bay + cy^) = {aa + byy—Dy\ 

jouisse de la möme propriete, et par suite, que aa + by soit premier ä 
2/)|, lorsque / est pair, ou que aa + by soit pair et premier a /)m 
lorsque / est impair. Or, y ayant une valeur determinee, celles de Tex- 
pression o « + 6 y, lorsqu'on y pose successivement « = 0, 1, 2, .... 2/)i -1, 
coincideront, abstraction faite des multiples de 20^^ avec la möme suite. 
Tout se reduit donc a voir dans le cas de y pair, combien la suite pre- 
cedente renferme de termes premiers ä 2/),, et dans le cas de y impair, 
combien il y en a dans la m6me suite, qui jouissent de la double pro- 
priete d'dtre pairs et premiers a 2Di. Si Ton designe par J le nombre 
des entiers positifs non-superieurs*) ä Di, qui n'ont pas de diviseur com- 
mun avec D, le nombre des termes en question sera pour Tun et Taulre 
cas, exprime par ^. Comme d'un autre cöte, y est susceptible de 2Z>i 
valeurs differentes, on voit que les combinaisons a, ;^ qui donnent a 
aa^+2bay + cy^^ une valeur premiere a 2Z)i, sont au nombre de 2DiJ. 
Une discussion toute semblable etant appliquee au cas oü D est pair, fait 
voir que le nombre des combinaisons est alors AD^J. 

Considerons en dernier lieu le cas oü la forme donnee ax^ + 2bxy + cy^ 
appartient a Tordre improprement primitif. Si nous posons ^a = a^ 
^ b = b'f et comme precedemment, a? = 2 Z), d + «, y = 2 DiW + y, 
nous aurons 

a'x^+bxy + cY = oV+ftay+cy (mod. 2Z)|), 



*) Je dis a dessein non-sup^rieurs, pour que le cas de />, = 1, ne fasse pas 
exception. 
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et il s'agira de voir pour combien de combinaisons ct^ p/^ le second meinbre 
est impair et premier a D^- Pour y parvenir de la maniere la plus simple, 
nous supposerons, ce qui est permis, que a' n'a pas de diviseur commun 
avec 2 Dl. Cela etant, il faut distinguer le cas oü Ton a /) ^ 1 , et celui 
oü Z) E= 5 (mod. 8j. Dans le premier de ces deux cas, il resulte de Tequa- 
tion D = b^—ac^ b^ — Aac'y et de ce que b est impair, que c' est pair, 
et Ton voit de meme que dans le second, c est impair. On conclut de la 
que o'a^+ 6«j^ + c'y^ ne saurait 6tre impair dans le premier cas, a 
moins que les nombres a, y^ ne soient le premier impair^ le second pair, 
ei dans le second cas, a moins que a^ y^ ne soient ou Tun pair, Tautre 
impair, ou impairs tous les deux. Pour avoir egard a Tautre condition 
d'apres laquelle a'a^ + 6ay + c'y^ doit dtre premier ä /),, on remar- 
quera qu'il faut et quMl suffit, pour qu'elle soit remplie, que le produit 
4a'(a'a' + 6«y + c';>'^j = (oa + 6yf — /)y' jouisse de la m^me propriele. 
Cela pose, si nous supposons d'abord Z) ^ 1 (mod. 8), il faudra, apres 
avoir attribue ä y une valeur determinee paire, egaler a ä chaque terme 
de la suile 1, 3, 5, .... 2Z)| — 1, et voir combien de fois aa + by^ ou 
ce qui est la mdme chose, le reste de ceite expression, pris relativement 
au diviseur Z)i, est premier ä Di, Or il est facile de voir que les restes 
de aa + by sonl, abstraction faile de Tordre, 0, 1, 2, .... /)i— 1, d'oü 
Ton conclut qu'a chaque valeur de ^^ il correspond un nombre J de va- 
leurs impaires de a, telles que a'a^ -r bay + c'y^ soit impair et premier 
a D. 11 resulte de la et de ce que le nombre / est lui-m6me susceptible 
de Dl valeurs differentes, que le nombre des combinaisons a^ y qui donnent 
a Texpression ^(aa^+2bay+cy'^)^ une valeur impaire et premiere a D, 
est egal D^J. Si nous considerons en second lieu le cas ou Z) 5^ 5 (mod. 8), 
on trouve comme dans le cas precedent, qu'a chaque valeur pair de y, 
il correspond un nombre de valeurs convenables de a, egal a z/, puisque, 
y etant pair, a doit etre impair; mais il n'en est plus de meme, lorsque 
la valeur determinee que Ton attribue a y, est impaire, a pouvant Stre 
alors pair ou impair. II faut dans cette derniere supposition, Egaler a 
dans l'expression aa+by, ä chacun des nombres 0, 1, 2, .... 2D, — 1. 
Or, les valeurs de aa + by, correspondantes ä ces nombres, etant dimi- 
nuees des multiples de D^, qu'elles contiennent, colncideront evidemment 
avec la suite 0, 1, 2, . . . . Di — 1, chacun des termes de cette suite etant 
suppose ecrit deux fois. On conclut de la que les valeurs convenables 



1^ 
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de a, qui repondent ä une valeur impaire donnee de /^ sont toujoors au 
nombre de 2 J, Si Ton remarque maintenant que parmi les valeurs 
0, 1, 2, ...., 2Z)i— 1, dont y est susceptible, il y en a Z)i, qui sonl pai- 
res, et autant qui sont impaires. on verra que dans le cas ou Ton a 
Z) EEE 5 (mod. 8j, le nombre des combinaisons a, y, qui rendent le trinome 
^(aa^ + 26ay+cy') impair et premier a /), est egal ä SDiJ. 

Nous resumerons ici les resultats qui ont ete etablis dans ce §. 
La valeur numerique du deteraiinant D etant designee par Di^ ei J ex- 
primant le nombre de ceux des termes 1, 2, .... Dj, qui n'ont pas de 
diviseur commun avec Z)|, les valeurs simultanees Ae x ei de y, qui ren- 
dent une forme quelconque de ce determinant, ou la moitie de cette forme, 
lorsqu'elle appartient a Tordre improprement primitif, impaire et premiere 
a D, peuvent toujours se distribuer en systemes de la forme, 

X = 2Dif> + a, y = 2Z),fr+y, 

oü r et tr designent des entiers indetermines positifs ou negatifs, et a et y 
sont Tun et Tautre compris dans la suite 0, 1, 2, .... 2/)i— 1; quant au 
nombre des systemes qui jouissent de la propriete enoncee, il sera, lorsqu'il 
s'agit d'une forme proprement primitive 2DiJ on ADiJ^ suivant que D 
est impair ou pair, et, lorsque, la forme est improprement primitive, DiJ ou 
3Z)i-^, suivant que Ton a Z)^l, ou D^b (mod. 8). 

Nous terminerons les preliminaires , en demontrant le lemme qui suit. 
^Soit K =^ kkk" .... le produit des nombres premiers positifs, impairs 
et inegaux k^ k\ k", . . . ., et designons par L un entier quelconque qui 
divise K. Posons encore d=+l, ^ = ±1, les signes ambigus etant quel- 
conques et independants Tun de Tautre. Cela etant, je dis que Texpres- 

sion 26 ^ Tj ** (7-}^ oü le signe sommatoire s'etend ä tous les entiers n 

Premiers a 2^*^ et compris depuis « = 1 jusqu'a « = 8Ä'— 1, est toujours 
egale a zero, si on n'a pas simultanement 0=1, 17 = 1, L=l.'' 

Designons par a Tun quelconque des nombres 1, 2, .... /r— 1, par 
a' Tun quelconque des nombres 1, 2, .... &'— 1, et ainsi de suite. Soit 
encore b Tun quelconque des nombres 1, 3, 5, 7. Cela pose, il est facile 
de voir que Ton obtiendra toutes les valeurs que n doit recevoir dans 
la somme precedente, en determinant pour chacune des combinaisons 
a, a\ . . . .; b, le nombre n, moindre que SK, qui satisfait aux congrnences 
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simultanees, 

«^a (mod. &), w^a' (mod. &'}, . . . .; w e= b (mod. 8). 
On conclut de ces congruences 

(x) = (t)' (f) = (F) ■' »"^ = »'^' /^='''^- 

Si maintenant Ton forme le produit des deux dernieres de ces eqoations et 
de Celles des autres qui repondent a ceux des nombres premiers k, k\ .... 
contenus dans L^ et que Ton somme ensuite depois a = l, a'=l, .... 

jusqu'ä a = Ä— 1, a'=Ä'— 1, et relativement a 6=1, 3, 5, 7,1a 

somme du lemme prendra ia forme d'un produit, dont les facteurs sont 

outre JS6 ^ tj ® , celles des sommes (-r)^ ^\YJ^ qui se rapportent 

a des nombres premiers contenus dans L, et celles des expressions ft— 1, 
&'— 1 , .... qui repondent aux autres nombres k, k\ .... II resulte de Ia 

que Texpression 26 ^ ri ® (^-j-j s'evanouit toujours, ä moins qu'on n'ail ä Ia 
fois, 0=1, ^ = 1, L=l, ce qu'il s'agissait de prouver. 

§. 6. 
£n passant maintenant aux questions indiquees dans le preambule 
de ce metnoire, nous conserverons les notations dont nous avons fait usage 
dans les §§. 3., 4. et 5. Nous poserons donc 

1. D=^PSr, ou D=^2PS', 
S^ etant toujours le plus grand quarre qui divise D, et 

2. P = pp p . . . . , 

p, p\ p^\ .... etant des nombres premiers impairs, posilifs ou negatifs, tous 
differents les uns des autres. Nous poserons aussi 

3. R = rT*T '...., 

Ty r\ r'y .... designant comme plus haut, les facteurs premiers impairs 
inegaux, contenus dans S, sans Tötre dans P, Soit encore q un nombre 
premier positif impair quelconque, contenu ni dans P ni dans R^ et de- 
composons chacun de ces produits d'une maniere quelconque en deux facteurs, 
sans exciure le cas oü Tun de ces facteurs serait egal ä Tunite, cW ä dire, 
ecrivons les deux equation 

4. X =xii2^ R =^ RiR^* 

Posons enfin 

5. (^ = ±1, € = ±1, ö = ±l, ?j = ±l. 
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les signes etant quelconques et independants les uns des autres. Cela etant 
et 8 designant une variable continue positive, assojetie ä rester SQperieare 
a runite«, nous aurons par le d^veloppement en serie, et en ayant egard 
aux eqoations (2.) et (3.) da §. 2., 

= » + ■■■■+» ' " " (-Ä-)w + --' 



1 



q-l 



l-Ö 2 ^ 



2-8 






oü pour abr^ger, on n'a ecrit dans le second membre que son terme ge- 
nerale dans lequel il faut egaler / successivement ä toutes les valeurs en- 
tieres depuis / = jusqu'ä / = oo. 

Supposons maintenant que dans requation precedente, Ton mette 
pour q toutes les valeurs dont ce nombre est susceptible, c'est ä dire tous 
les nombres premiers impairs positifs, qui ne divisent pas D, et que Ton 
forme le produit de toutes ces equations. Le produit des seconds membres 
formera une serie dont la loi est tres-facile a reconnaltre, si Ton so rap- 
pelle que d'apres un theoreme connu, un nombre compose ne peut resulter 
que d'une seule maniere, de la multiplication de facteurs simples, et que 
Ton continue en mSme temps ä avoir egard aux theoremes cites du §. 2. 
On obtient ainsi Tequation 

le signe de multiplication 77 se rapportant a toutes les valeurs de q, pre- 
cedemment definies, et le signe sommatoire s'etendant a tous les entiers, 
compris depuis n = i jusqu'ä »=00, et qui remplissent la double condi- 
tion d'dtre impairs et premiers a D^ ou plus simplement, qui sont premiers 
ä 2D. Avant d'aller plus loin, nous aurions ä montrer la necessite de la 
supposition faite plus haut, et d'apres laquelle on doit avoir « >> 1. On 
s'en rendra facilement compte, si Ton remarqne que la serie precedente 
n'a une somme independante de Tarrangement de ses termes, que lorsque 
la condition 9 ;> 1 a lieu , et qu'il en est de möme du produit, dont la va- 
leur n'est egalement independant de Tordre de ses facteurs qu'autant que 
la mdme condition est remplie. II me semble d'autant plus inuttle d'entrer 
dans de plus grands developpements a ce sujet, que je me suis dejä expli- 
que avec detail sur le point en question, dans la demonstration du theo- 
reme sur la Progression arithmetique, que fai citee plus haut et qui est 

Crelle's Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 46 



354 17. Lejeune Dirichlet, recherches s. diverses applicat. de Fanalyse infinüMm. etc. 

fondee sur nne equation de rnöme nature, mais plus generale que la 
precedente. 

Si dans reqoation precedente on remplace 6, ri respectivement par 
dO^ 61], et qoe Ton change en m^me temps P, ^n Pi-i ^H^ deviendra 

On a encore, en y faisant ö = l, i? = l, ^2 = 1? Ä, = 1, et rempla9ant 
s par 2s, 

les signes de moltiplication et de sonimation s'etendant toujours aux va- 
leurs de q et de n, precedemment definies. Le produit des equations (6.) 
et (7.) etant divise par requation (8.), le facteur general dans le premier 
membre sera 



(<+7)('-7) 



Comme le numeratenr de cette fraction est evidemment equivalent a 

eile pourra se mettre sous cette forme plus simple 

i+ö ^ V * (-fV)— 



3"'l 



L^expression precedente presente deux cas differents, suivant que Ton a 

Dans le premier de ces deux cas, eile est egale ä Tunite et peut 6tre 
omise dans le produit; dans le second, on peut lui donner cette autre forme 



3—1 
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Les doubles signes dans les valeurs S = ±\^ € = ±1) qne contient reqna- 
tion (7.), on ete tout ä fait arbitraires jasqu^ä present. Nous supposerons 
desormais que snivaut les 4 cas que le determinant D pent presenter, et qne 
noQS avons dejä distingoes dans le §. 3. et 4., savoir: 

D^PS", P = \ ou 3 (mod. 4); D=^2P$', P = l on 3 (mod. 4), 
ces signes seront respectivement 
9. (J = l, 6 = 1; (^=-1, 6 = 1; (^ = 1, € = -1; (J = -l, « = -1. 

Cela etant, la condition (J ^ « ® (^^j = 1, coincidera avec celle des 4 con- 

ditions (2.) dn §. 4., qui correspond a chacun des 4 cas precedents. En 
designant donc les nombres premiers q, positifs, impairs et non-diviseurs 
de Z)^ qui y satisfont, par f, cette derniere lettre aura la möme signification 
qoe dans le §. 4., c'est ä dire qae Ton aura 

10. (J ^ 6 « (-P) = 1, 

et le premier membre de requatiou dont rorigine a ete iudiquee plus 
haut, sera 

1 + Ö2 ^ « (-JL-)1- 



n 






3— j 



le signe 11 s'etendaat a toutes les valeurs de f. Au moyen de requatiou 

i±l = i+2z+2z'+2z^+etc. 
1—» 

et en ayant egard aux equations (2.) et (3.) du §. 2. , le facteur general 

du produit precedent pourra se developper dans une serie dont le /^-l*^"*' 

terme est 

Le premier terme qui repond a / = 0, fait exception a cette loi et a Tunite 
pour valeur. U est facile de conclure de la , et en ayant toujours egard 
aux equations citees du §. 2.., que le produit precedent peut lui-möme 
prendre la forme d^une serie, ayant pour terme general 

oü m designe generalement lous les entiers positifs, impairs et premiers ä D, 
qui n'ont que des divisears simples f tels que la condition (10.) soit satisfaite, 

46* 
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ei oä /ti indiqae comme dans le §. 4., le nombre des divisears simples in* 
egaux de m, sans compter le diviseur 1. On peut remarqaer qoe le teraie 
qui repond b m = i^ ne fait pas exception ä la loi generale, Texpression 
precedente se reduisant a Tunite dans ce cas. Nous avons donc requation 

dans iaquelie on doit etendre les sommations ä tous les entiers n ou m, 
precedemment definis, et Ton doit se rappeller que les valears (^ = ±1, 
c = +l, sont Celles que nous avons fixees par les conditions (O.)? tandis que 
les signes dans les equations d = ±l, ^ = ±1 restent arbitraires. 

En faisantö=l, ^ = 1, ^2 = 1^ ^1 = 1? et par suiteP, =P, Tequation 
precedente, prendra la forme: 

C'est cette equation particuliere qui nous servira ä determiner le nombre 
des formes differentes qui repondent a un determinant quelconque positif 
ou negatif. II faudra dans cette recherche, traiter separement le cas ou 
D est positif et celui oü D est negatif, et subdiviser encore chacun de ces 
deux cas suivant qu'il s^agira de formes proprement ou improprement pri- 
mitives. Mais comme il y a neanmoins une partie commune ä Tanalyse 
de ces quatre cas, il conviendra, pour n^avoir pas ä presenter deux fois 
les mömes considerations , que nous nous occupions d'abord de cette polie 
de la discussion, dont Tobjet consiste a voir quelle forme prend le second 
membre de requation (12.), si Ton y suppose « = l4-p, et que Ton con- 
sidere la variable positive q comme devenant moindre que toute quantite don- 
nee. Pour commencer cet examen par le premier des deux facteurs con- 
tenus dans le second membre, soient e^ e' , e", .... ceux des nombres 
1, 2, 3, .... 2l>i — 1, qui n'ont pas de diviseur commun avec 2Z>i. Cela 

pose, il est Evident que la somme JS-j:^^ oü n ne doit recevoir que des 

valeurs positives et premieres ä 2Z)|, peut ötre decomposee en autant de 
sommes partielles de la forme 

+ /on . M4-. + />tn . M-^n + etc. 



e'+e ' (2D, + e)»+e ' (4D,+cy+e 
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qu'il y a de termes dans la suite e, e\ e'\ Comme, d'un autre cöte, 

on conclut facilement du resultat obtenu plus haut sur la serie (1.) du §. 1.., 

1 1 
que chacune de ces somraes partielles prend la forme "ön"* — ^ ß* qö'il 

est d'ailleurs evident que le nombre de ces sommes partielles, ou ce qui 
revient au möme, le nombre des termes e, e', e", .... est A ou 2 A, selon 
que D est impair ou pair, la lettre A ayant la möme signification que dans 
le §. 5., on aura selon ces deux cas 

la variable q etant toujours supposee infiniment petite. Si nous considerons 
eu second lieu Tautre facteur du second membre, il est facile de voir que 
ce facteur est un cas particulier de la serie ä laquelle se rapporte le troi- 
sieme des lemmes du §.1.; il faudra, pour Ty comprendre, supposer dans 

w— 1 »'—1 

la Serie generale de ce lemme, c„ = (J ^ « ® ("p)' ^^ ^n = 0, suivant 

que n est ou nW pas premier ä 2 Di, Quant aux deux conditions que ce 
lemme suppose, et qui consistent 1". en ce que c^ doit ötre une fonction 
periodique de Tindice n, et 2^\ en ce que la somme des termes qui com- 
posent une periode, doit ötre zero, on s'assure facilement qu'elles sont 
remplies. Cela est evident pour la premiere, et pour voir que la seconde 
a egalement lieu, il suffira de recourir au lemme qui termine le §. 5., et 
de remarquer qu'on ne saurait avoir ä la fois, (^=1, 6 = 1, P=+l. 
En effet, il resulte des conditions (9.) que les equations precedentes ne 
sont compatibles entre elles, que lorsqu'on a P = l; ces equations se 
rapportent alors au cas oü le determinant est un quarre positif, et 
que nous avons exclu. II resulte de ce qui precede, que la somme 

2d ^ B ** ("p)~h:~9 lorsqu'on y considere la variable positive comme de- 

venant infiniment petite, converge vers une limite finie donnee par Tex- 
pression 

14. 2d^ s^ (-J)i-, 

dans laquelle il faut supposer que les valeurs de n se suivent dans Tordre 
naturel, c'est ä dire de maniere a former une suite croissante. 

I. Revenons maintenant a requation (12.), et considerons en premier 
lieu le cas oü D est negatif de sorte que D = '-Di, Soient 
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15. ax'+2bxy + cy\ a'x' + 2b'xy + c'y\ .... 
les formes differentes et proprement primitives de ce determinant D, formes 
dont je designerai le nombre par h, Cela etant, on aura Tegalite 

^^' ^~iar "^ ^ (ax'' + 2bxy-{-cyy'^^ {a'x^ + 2Vxy + dyy ■^**"' 

oü le second membre contient autant de termes qa'il y a de formes (15.), 
et oü ia double sommation dans chaque terme doit s'etendre a toos les 
systemes de valeurs entieres de a; et de j^^ comprises entre — oc et x), 
qui reroplissent la double condition de n^avoir pas de diviseur commun et 
de donner a la forme ou elles sont substituees, une valeur premiere ä 2D. 
Cela resulte V\ de ce que chacun des entiers m^ contenus dans le premier 
membre, est en vertu du theoreme I. du §. 4., susceptible d'ötre repre- 
sente de la maniere indiquee et par Tensemble des formes (15.), autant 
de fois qu'il y a d'unites dans Texpression 2^^^ et 2". de ce que reci- 
proquement toute valeur premiere a 2D, que Tune qnelconque des for- 
mes (15.), peut obtenir lorsqu^ou y attribue k x ei y des valeurs sans 
diviseur commun, colncide d'apres les resultats connus et que nous avons 
rappeles au commencement du $. cite, avec Tun des entiers designes par m. 

Si maintenant Ton substitue fexpression de 2 — —^ donnee par requation 

precedente, dans Tequation (12.), il viendra 

1111 

^If»'^ {ax'' + 2bxy+cyj'^^W*''^ {a'x'' + 2Vxy + dy^y "^'*" 

j n— 1 «»— 1 . 

II est facile de voir que chacun des termes du premier membre 
peut ötre mis sous une forme plus simple. Le premier de ces termes est 
evidemment equivalent a Texpression 

1 



OÜ les valeurs simultanees de a; et de jf^ dans la sommation double, ne 

sont plus assujeties qu^a la condition unique de rendre le trinome oü elles 

sont substituees, impair et premier a D. En attachant donc ce sens au 

signe 2\ on aura 

1 1 

^^' ^ {ax^-]-2bxy + cy'y'^^ (a'a?' + 26'a?y + c'y7 "^"" 

n— I w'-l 



= 22— 2d'' e ^ (~^ — . 



1 

v 
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II faut maintenant poser $ = 1 + q^ la variable positive () etant toujours 
consideree somme infiniment petite, et voir ce qoe les differents termes 
du premier membre deviendront dans cette supposition. Puisque d'apres 
les resultats que nous avons etablis dans le §. 5., les valeurs simultanees 
que ron doit attribuer a o; et j^^ dans chacune de ces sommes doubles, dans 
la premiere par exemple, peuvent ötre distribuees en systemes de la forme 

18. x = 2D,e+a, y=^2D^w+y, 
on voit que la somnie en qnestion peut ötre decomposee en autant de 
sommes partielles qu'il y a de ces systemes, et lelles que celle-ci 

(ax* + 2bxy + cyy^e' 

ou il faut substituer pour a: et j^ les expressions precedentes, et sommer 
ensuite relativemeut aux eutiers v ei w^ depuis —og jusqu'a oc. Pour 
obtenir cette somme partielle, nous chercherons Tentier qui exprime com- 
bien de fois le trinome ax^ + 2bxy + cy'^ dans cette somme, obtient 
une v^leur qui ne surpasse pas la quantite positive quelconque a. Or, 
cette derniere qoestion est evidemment identique ä celle de savoir com- 
bien dans Tinterieur ou sur le contour de Tellipse, determinee par Tequa- 
tion ax^ + 2bxy + cy^ = a , il y a de points dont les coordonnees x 
et y sout de la forme (18.), et si Ton observe que Faire de cette ellipse 

est — z^ Tax- o = -TTT ^ » oü la lettre ti a la signification ordinaire, 

Y{ac — b) yD^ ' © -» 

on conclura immediatement du second lemme du §. 1.*) que le nombre 

qu'il s'agit de determiner, peut ötre mis sous la forme 

Texposant constant S ayant une valeur quelconque comprise entre ^ et 1, 
et la fonction tp{a) restant finie quelque gründe que Ton suppose la va- 
riable a. II resulte de la et du premier theoreme du §. deja cite, que 

n 1 
la somme partielle que nous considerons, a la valeur -r-rjp* — y d'ou Ton 

conclut, en considerant que d'apres le §.5., le nombre des systemes 
(18.) et par suite celui des sommes partielles dans lesquelles la somme 

*) II est Evident par la nature de ce lemme^ que les points plac^s sur le contour 
de la courbe peuvent etre consid^r^s k volonte comme des points int^rieurs ou comme 
des points ext^rieurs. On peut done aussi et ä plus forte raison, ranger ces points 
en partie parmi les points int^rieurs et en partie parmi les points ext^rieurs, comme 
nous le ferons plus bas, lorsque nous nous oceuperons des d^terminants positifs. 
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^' (ax' + 2bxy + cyy+e ^ ^*^ parlagee, est 2D,A ou 4D,A, selon que 
D est impair ou pair, que la somme precedente est suivanl ces deux cas, 

nJ 1 TiJ 1 

— ou 



2VD] Q -- iD\ e 

Comme ce resultat ne contient rien qui soit particulier a la forme 
ao?-\-2hxy-\'C}j^ y et qu'il ne renferme que le determinant commun ä 
toutes les formes (15.)? on voit que le premier membre de requation (17.), 
en supposant toujours ^ infin ment petit et en distinguant le cas de D impair 
et celui de D pair, est 

ou 



2^U\ Q -- iJ)\ q 

Au moyen de ces expressions et des resultats (13.) et (14.), precedemment 
etablis, requation (17.) se changera pour une valeur infiniment petite de q^ 
dans i'equation remarquable qui suit et oü les cas de D pair et impair 
sont confondus dans la möme forme, 

19. k = \^D:Ef^r^(^'^y-. 

Cette equation est sujette a une exception qui a Heu lorsque D est — 1, 
et qui est une suite de Texception que le theoreme I. du §. 4., souffre 
dans le mSme cas. Pour retablir Texactitude dans ce cas singulier, il faul 
doubler le second membre, comme ceia resulte de Tanalyse precedente, 
et comme on peut aussi le verifier a posteriori. En effet, on a dans ce 
cas Ä = l, Z), = 1, (? = — 1, 6=1, P = — 1; Tequation modifiee comme on 
vient de le dire, deviendra donc 

1 =^(l-| + |-|+etc.), 

ce qui est exact d'apres la serie connue de Ldbnitz. 

II. Le determinant D etant toujours negatif et en ontre tel que 
D^l (mod. 4)^ nous supposerons que les formes (15.) sont Celles de Tordre 
improprement primitif. On aura dans cette supposition, (f = l, ^ = 1) et 
Tegalite (16.) devra 6tre remplacee par celle-ci 



(2m)* {ax^ + 2bxy + cyy ' (a'x^+2b'xy + c^y^ 

OÜ la double sommation s'etend dans cbaque terme a toutes les valeurs 
simultanees de a; et du j^^ qui n'ont pas de diviseur commun, et qui ren- 
dent la moitie de la forme qui entre dans ce terme, premiere ä 2D. 
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La Substitution de Texpression precedente dans i'equation (12.) donne 



n^ (ax* + 2bxy+cyy^ n^' (a'x* + 2b'xy + c'yy 

equation de laquelle on passe, comme dans le cas deja examine, ä cette autre 

1 1 

^®* ^ (ax* + 2bxy + cyy^^ (a'x' + 2b'xy'\- c'yy "*"'" 

le signe 2' indiquant que dans la double sommatioji la moitie de la forme 
quadratique ne doit recevoir que des valeurs premieres a 2D. En sup- 
posant maintenant «= l + (>^ q etant toujours une variable infiniment petite 
et positive, on achevera la Solution comme dans le cas dejä traite, si i^on 
se rappeile que d'apres ce qui a ete demontre dans le §. 5., le nombre des 
systemes de la forme 

qui rendent la moitie d^une forme improprement primitive du determinant 
D, premiere a 2Dy est D^A ou 3Z)iA, suivant que Ton a /> ^= 1 ou 
D ^ 5 (mod. 8). On trouve ainsi pour le nombre h des formes impro- 
prement primitives 

h = |yZ),^(^)1, D = 1 (mod. 8), 
21. / 

On doit ajouter que la seconde de ces equations est en defaut lorsqu'on 
a i> = -'3, comme cela resulte de Texception a laquelle le theoreme I. 
du §. 4., est sujet dans le mSme cas, et que pour retablir Texactitude, 
le second membre doit dtre triple. 

III. Nous passons maintenant au cas des determinants positifs, 
c'est a dire au cas oü Ton a Z> = D|, et nous supposerons d'abord que 
les formes differentes (15.) appartiennent a Tordre proprement primitif, 
et remplissent chacune les conditions (7.) du §. 4. On a alors d'apres le 
theoreme III. du §. 4. 

m* . (ax* + 2bxy + cyy '^ (a'x* + 2b'xy + &yy'^""'^ 
OÜ la double sommation dans chacun des termes du second membre doit 

GreUe'8 Journal d. M. Bd. XIX. Hft 4. 47 
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s'etendre a tous les systemes de valeurs simultanees de a: et ^^ premieres 
entre elles, qui donnent au trinome oü elles sont substituees, une valear 
premiere a 2D et satisfont en outre aux inegalites (8.) du §. cite, lors- 
qu'il s'agit du premier terme, et a des inegalites de forme analogue pour 
tous les autres termes. 

Comme les nombres susceptibles d'^tre exprim^s par une forme 
de determinant positif, peuvent etre positifs ou negatifs, il semble d'abord 
que Ton doive ajouter encore la condition que les indeterminees soient 
choisies de maniere ä donner ä la forme quadratique une valeur positive; 
mais il est aise de voir que cette condition est deja implicitement contenue 
dans les precedentes. En effet, a, b^ x ei y etant positifs, la condition 

X > ~,, v entrainera evidemmenl celle-ci 
— all ^ 

2.« 
L'expression precedenle de -2*--^, etant substituee dans Tequation (12.), 

il viendra 

_ i ^ 1 . ^ i ^ 1 



_ -i_ ^ ^ . : L 



n^' (ax^ + 2bxy + cyy ' n'* (a*x' + 2b'xy + &yy 

n-l »»—1 






1 1 

On voit sans peine que le produit ^—JS-z — , — — — jr^ peut 6tre mis 

sous cette forme plus simple 

2 * 

(ax'+2bxy + cyy' 

OÜ la double sommation est supposee s'etendre a toutes les valeurs simul- 
tanees de a: et j^^ qui rendent le trinome premier a 2Z>^ et en outre telles 

que Ton ait a:>0, j^>>0, y ^ r—bU ^' ^^ ^"^' P^^^ ^®^^ ^® remar- 
quer que les conditions (8.) du §. 4. conservent la m6me forme lorsqu^on 
y remplace x et y par nx et ny^ n etant positif, et qui si Ton ecrit en- 
suite X e\ y Wi lieu de na; et nj^^ les nouvelles indeterminees x et y ne 
seront plus assujeties a la condition d'dtre premieres entre elles. En atta- 
chant donc au signe 2* ^ les sens que Ton vient de definir et en supposant, 
bien entendu, que sMl s'agit de la seconde forme, a^ b dans la derniere 
des inegalites precedentes, doivent dtre remplacees par a\ b' , et ainsi de 
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Suite, OD aura Tegaation 

OO V' U^' - L 

^^' (ax' + 2bxy + cyy^ (a*x' + 2b'xy + &yj "^"" 

II s'agira maintenant de voir ce que les differents termes de cette 
equation deviendront, lorsqo'apres avoir pose 8=^i+Q, la variable posi- 
tive Q devient moindre que toute grandeur donnee. A cet efFet, nous de- 
composerons chacun des termes du premier membre, le premier 

1 



(ax^ + 2bxy + cyy-^9 ' 

par exempie, en autant de sommes partielles quMl y a de systemes de la forme 
X = 2Dv-{-a, y = 2Z)fr + y^ qui rendent le trinome ax'^ + 2bxy + cy'^ 
premier a 2Z>. Soit 

^ (ax^ + 2bly^cyy-^e '^ ^ ><^' » ><^' V^^T^^^ 

x = 2Dv + a^ y = 2Di£? + y, 
Tune de ces sommes partielles, dans laquelle la sommation double relative 
ä « et i£?^ doit s'etendre a toutes les valeurs entieres depuis —oo jusqu^a sc. 
Pour obtenir Texpression de cette somme, nous designerons par a une 
variable positive quelconque, et nous chercherons le nombre qui exprime 
combien de fois le trinome ax'^'\-2bxy + cy'^ dans la double sommation 
obtient une valeur non-superieure ä a, Or, d'apres la construction geo- 
metrique indiquee dans le §. 4., la recherche dont il s'agit, revient evi- 
demment a la question de savoir combien dans Tinterieur ou sur le con- 
tour du secteur hyperbolique, terminee d'une part par les droites, expri- 

mees par les equations y = 0, y = y_. rr x^ et de Tautre par l'arc de la 

premiere brauche de l'hyperbole ayant pour equation aar^-f 26ary + cy' = a, 
il y a de points dont les coordonnees x e{y sont de la forme x=^2Df) + a^ 
y = 2Dw-\'Y'^ a quoi il faut ajouter, pour Stre tout a fait exact, quoique 
cela n'influe en rien sur le resultat definitif, que Ton doit faire abstraction 
de ceux des points en question, qui pourraient se trouver sur la partie 
du contour, formee par Taxe de x. Si Ton a recours aux coordonnees 
polaires i^ et ^^ liees aux coordonnees rectangulaires o: et y^ par les equa- 
tions a; = rcos^^ y = vsm(p^ Taire du secteur sera 

klv^bw = Aa/ 5 — r-^rr — 5L_ — ^-r— % 

47* 
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les limites de Tintegrale etant zero et Tangle aigu^ dont la tangente tri- 

n. TT 

gonometriqae est -frzTü' L'integration etant effectuee par les methodes 
connues, on trouvera pour Faire dont il s^agit cette expression tres-simple 
-^-T^\og{T+U'^D), Au moyen de ce resultat et du second lemme du 

§.1., on conclora que ie nombre que nous nous etiqns propose de deter- 
miner, peut Stre mis sous la forme 

Texposant constant S etant compris entre ^ et 1, et la fonction '^{o) restant 

finie, quelque grande que Ton suppose la variable a. II suit de la et du 

premier des theoremes du §.1., que la somme partielle que nous consi- 
derons, est 

et comme d'apres les resultats du §. 5.« le nombre des sommes partielles 
contenues dans la m6me somme totale, est ADA ou 2Z>A, suivant que D 
est pair ou impair, on conclura que chacun des termes du premier roembre 
de Tequation (22.) est selon ces deux cas, et pour une valeur infiniment 
petite de (>, 

Si donc nous designons par h, le nombre des formes differentes du deter- 
minant D, le premier membre sera 

Selon que D est pair ou impair. 

Comme d'un autre cöte et en vertu des resultats (13.) et (14.), le 
second membre est respectivement dans ces A^xii cas, 

4,.1.2d~,~(^)^ ou 4-S2d-,^(l^^, 
D Q \py n 2D Q vp/n' 

j 
on conclura, en effa9ant le facteur — , commun aux deux membres^ 

equation qui convient a un determinant positif (non- quarre) quelconque, 
pair ou impair, et dans laquelle T el U sont les plus petits entiers positifs, 
autres que 1 et 0, qui satisfont a requation t^ — Du^^l. 
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IV. Le cas oü le determinant positif D est de la forme 4v + l, 
et Oll les formes de ce determinant, dont il s'agit de determiner le nombre 
h, sonl Celles de Tordre improprement primitif, etant entierement semblable 
a celoi que nous venons de traiter en detail, nous nous contenterons de 
rapporter le resuitat qui repond a ce cas, et qui est contenu dans les 
eqoations qui suivent 

et dans iesquelles T ei U designent les moindres entiers positifs. autres 
que 2 et 0, qui satisfont ä Tequation f'-Du^ = A. 

V. Nous nous occuperons maintenant de la recbercbe dejä indiquee 
dans le §. 3., en prouvant que les genres enumeres d^apres les preceptes 
connus et que nous avons rappeles dans le §. cite, existent tous reellement 
et contiennent chacun le möme nombre de. formes. Soient a cet efFet 

25. 9, y', 9", .... I tp^ tff'y tp"^ . . . . , 

les expressions qui servent ä faire cette enumeration pour un determinant 
quelconque, seit qu'il s'agisse des formes proprement primitives, soit quMl 
s^agisse de celles qui composent Tordre improprement primitif, lorsque ce 
dernier ordre existe pour le determinant donne. Les determinants quarres 
etant exclus, la premiere partie de la ligne precedente contiendra au moins 
un terme, et il resulte de Tinspection des deux lableaux donnes dans le 
§. 3., que les expressions 9^ (p\ (p", .... qui forment cette premiere 
pärtie, sont toujours telles qu'on ait 

26. 99V" . . . . = S~^e~^(y). 

Nous designerons generalement par x l^^^^ quelconque des expres- 
sions (25.), ou Tun quelconque des produits que Ton peut former avec ces 
expressions 3 en les combinant 2 a 2, 3 ä 3, et ainsi de suite, ou enfin le 
produit de toutes, en n'excluant que le seul produit (26.), ou autrement 
dit, nous designerons par x l'^n quelconque des termes de Texpression 
developpee 

27. [{i + (p){l + (p')ii + (p'')....][{i+v^){l+y^'Ki+V^'')....^^^ 

Si nous conservons ä la lettre l la mdme signification que nous lui avons 
donnee dans le §. 3., le nombre des expressions x ^^ra 2^ — 2. Cela 
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suppose, noQS allons faire voir que si Ton parlage ie nombre total h des 
formes qui repondent au determinant donne, en deux groupes comprenant 
respectivement H et H' formes, en rangeanl dans le premier groupe, toutes 
Celles qui satisfont a la condition X'=^'> ^^ dans le second, Celles qui 
rempHssent la condition opposee / = — 1, on aura toujours H—ff^^O. 
Pour prouver ce dont il s'agit, il suffira d'appliquer Tanalyse dont nous 
avons fait usage, en partant de Fequation (12.), a Tequation plus generale 
(11.), apres avoir attribue dans cette derniere k 0, ri^ P^ eX Ri^ des 

valeurs qui fönt coincider Texpression '^ rj ^ \ p r J ^^^^ celle-ci /. 

II est facile de voir qu^en remplissant cette condition, il ne peut arriver 
qu'on ait a la fois, seit d = l, ^ = 1, i^2Äi = ±l9 seit ^^^=1, «17 = 1, 
P^R^ = +1. L'impossibilite du premier Systeme de valeurs simultanees 
resulte de ce que / contient au moins un facteur de Tune de formes 

( — 1)^ ,(-lj® , (— ), \ )' ^^ P^"^ ^^^ '^ second püt avoir Heu, il 
faudrait que Ton eüt 0=^^^ V^^y P2R1 = iiP, ce qui donnerait ä / la forme 

r/4— I m' — 1 

<y ^ € ** (Jpj = <p (p* (p'' 9 quö nous avons exclue plus haut. II resulte 

de la que chacun des deux facteurs du second membre de Tequation (11.) 

est de mdme nature que le second facteur du second membre de requation 

(12.), et que par consequent ces deux facteurs convergent Tun et Tautre 

vers une limite finie de la forme (14.), lorsque la variable q devient infini- 

ment petite. Pour discuter le premier membre de Tequation (11.) dans la 

m^me circonstance, il faudra substituer ä Tegalite (16.)? lorsquMl s'agit d'un 

determinant negatif et de Tordre proprement primitif, celle-ci 
2^+1 1 1 



oü Ton doit choisir le signe superieur ou le signe inferieur dans chacun 
des termes du second membre, suivant que la forme que ce terme con- 
tient, satisfait a la condition / = 1, ou ä celle-ci / = — 1, et il faudra 
faire une Substitution analogue dans les trois autres cas. Cela pose, on 
voit Sans peine et saus qu'il soit necessaire d'entrer dans aucun detail a 
cet egard, que le premier membre de requation (11.) ? ^n y supposant 
toujours la variable q infiniment pelite, sera, abstraction faite d'un facteur 

purement numerique, et qui varie suivant les 4 cas, le produit de {H—H')— 
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et d'une expression teile que -t^v^, "T^logC^+^l^^) ou -^j^\ogii{T+U^D). 

Or, cette derniere expression etant manifestement differente de zero, il 
faat pour que le premier membre resle fini comme le second, qu'on ait 
H—H' = 0, ce qu'il s'agissail de faire voir. 

Au moyen de ce resullat, il uous sera facile de prouver que les 
formes sont egalement reparties entre les genres enumeres d^apres les 
preceptes du §. 3. Seit pour abreger 2*"*' = x^ et designons par Äi, A,, 
A3, .... h^, les nombres des formes contenues dans les differents genres, 
ranges dans un ordre quelconque, les termes de la suite precedente qui 
repondraient a des genres non-existants etant supposes egaux a zero. . Si 
maintenant Ton remarque que les formes qui composent un mdme genre, 
satisfont ou tous ä la condition ;; = 1 , ou tous a la condition oppodee 
;f = — 1 , il est evident que toute equation de la forme H— H' = 0^ peut 
s'ecrire comme il suit 

28. Äi±A,±A3±....±Ä, = 0, 

oü nous avons donne le signe + au premier terme, et oü le signe de 
tout autre ternie est + ou — , selon que le genre auquel ce terme cor- 
respond, satisfait a la mSme condition ;( = ±l9 que celui auquel se rap- 
porte hl, ou a la condition opposee. II s'agira maintenant d'examiner com- 
bien de fois dans Tensemble des equations analogues a la precedente et 
dont le nombre est 2^-~2, comme celui des expressions Xf ^^ terme 
quelconque h^, autre que le premier, a le signe + ou le signe —...., ou 
autrement dit, combien de fois ce terme a un signe egal ou oppose ä celui 
du premier terme. Seit ä cet effet 

le caractere complet du genre pour lequel hi designe le nombre des for- 
mes, a, «', «", ....; ßy ß\ ß*\ etant des valeurs determinees de la 

forme ±1, dont les premieres satisfont a la condition aa!a!' = 1. 

Soit de m6me 

y = a, y' = a', y" = a", | v^ = b, v' = b', v" = *>^ 

le caractere complet du genre auquel se rapporte h^. Cela pose, il suffit 
de se reporter a Texpression (27.) dont le developpement donne toutes 
les expressions ;;, pour voir que Texces du nombre des cas oü hi et h^ 
ont le m^me signe, sur celui ou ils sont precedes de signes opposes, sera 
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donne par Texpression qui suit 

[(l + aa)(l+a'a')....][(l + /3b)(l+/3'b'}....]-aa/?b....-l. 
Or les deux caracteres complets etanl differents, on ne saurait avoir a la 
fois aa = 1 , a'a' = 1 , . . . .; /5b = 1 , ß'W = 1 , . . . .; la premiere partie de 
Texpression precedente a donc la valeur zero, et comme Ton evidemment 
aa./5b.... = 1, Texces dont il s'agit a la valeor —2. II suit de la que 
si Ton ajoute toutes les equations de la forme (28.) , dont le nombre est 
2^ — 2, et requation evidente 

2Ä1 + 2Ä2+2A3+-+2Ä, = 2h, 

ii en resultera celle-ci 2^Äi = 2h, et par saite h^ = -öx=r^ ^® fl"* prouve 

que la totalite des formes se partage egalement entre les difFerents genres, 
le genre auquel se rapporte le nombre Ai, ayant ete arbitrairement cboisi. 

On a ainsi une demonstration nou volle et tres- simple de Tun des 
principaux theoremes de la theorie des formes quadratiques et qui n'avait 
ete etabli jusqu'a present que par ie concours d'un grand nombre de consi- 
derations diverses. Voyez Touyrage de Mr. Gaufs, art. 252, 261 et 287, III. 

II nous resterait maintenant a developper les theoremes que con- 
tiennent les equations etablies dont les 4 numeros precedents de ce §., 
et qui sont de deux especes, les uns resultant des expressions de h tolles 
que nous les avons obtenues dans ce qui precede, les autres exigeant au 
contraire que Ton effectue prealablement les sommations indiquees dans 
ces expressions, pour que le nombre h se presente sous une forme pure- 
ment arithmetique. Comme les resultats dont il s'agit, sont tres-nombreux 
et pour la plupart entierement nouveaux, il sera convenable de les pre- 
senter avec quelque etendue. Par cette raison j'en remettrai Texposition 
a la continuation de ces recherches, et je terminerai cette premiere partie^ 
en remplissant Tengagement que j'ai pris dans le memoire deja cite sur 
la Progression arithmetique. D'apres le §.11. de ce memoire, il reste a 
prouver que la somme 

:s:(±i)-(±i/(±i)y(±ir....i- 

dans laquelle les signes superieurs n'ont pas simultanement lieu, a une valeur 
differente de zero. 

Partageons les nombres premiers positifs p, p', p'\ .... auxquels se 
rapportent les valeurs ambigues de la forme + 1 , a partir de la troisieme, 
en deux groupes, en comprenant dans ie premier groupe tous ceux de 
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ces nombres premiers, auxquels le signe inferiear correspond. En con- 

tinuant a representer par p, p\ p\ les nombres du premier groape, soit 

±pp'p" — = P, le double signe restant a fixer; soient encore r, r\ /', . . . . 

ceux du second groupe et posons rrV = A. Cela pose, il resulte 

de la signification des lettres a, ß^ y^ y\ ...., expliquee dans le §.7. du 
memoire cite, que la somme precedente peut ötre mise sous la forme 

-2-(±1)'^(±1)'^Ct)- 

Si maintenant Ton suppose le signe arbitraire dans Tequation P = ±pp'p" 

tellement cboisi que le nombre P soit de la forme 4/^+1 ou de la forme 

4/^+3, suivant que le signe donne dans Texpression (±1) ^ est le signe 
superieur ou inferieur, il est evident que la somme precedente coincidera 
avec Celle que conlient Texpression obtenue plus baut pour le nombre h 
des formes qui repondent au determinant D^ en supposant ce determi- 
nant egal a PK ou a 2PA% suivant que le signe donne dans Texpres- 

sion (±1) ^ est le signe superieur ou le signe inferieur. On conclut de 
la que la somme que uous avions a considerer, est en effet toujours diffe- 
rente de zero, puisque, s'il en etait autrement, le nombre h se reduirait lui- 
mdme ä zero, ce qui est impossible, comme on le voit par la forme x^—Dy^^ 
qui a lieu quel que soit le determinant D. 
Berlin ce 4. juillet 1839. 



Fautes a corriger dans ce memoire. 
Page 332, ligne 20 au lieu de (^) = , lisez (-^) = 
Page 346, ligne 5 d'en bas, au lieu de y < r—hü ^ ^^^'^ ^= r^hiJ ^' 
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18. 

Wie sich entscheiden Iftfst, ob zwei gegebene krumme 
Flächen auf einander abwickelbar sind oder nicht; 
nebst Bemerkungen über die Flächen von unverän- 
derlichem Krümmungsmaafse. 

(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin.) 



JLrie Untersuchung aber die Biegung krummer Flächen führt nothwendig 
zu der Aufgabe: die Bedingungen zu finden, unter welchen eine gege- 
bene Fläche (A) als Biegung einer anderen {B) angesehen werden kann. 
Zur Lösung dieser Aufgabe braucht man nicht alle Biegungen einer jener 
Flächen zu kennen, um etwa dann zu entscheiden, ob die zweite unter 
diesen enthalten ist oder nicht; es kommt vielmehr nur darauf an, zu 
entscheiden, ob sich die Puncto von A denen von B dergestalt entspre- 
chend setzen lassen, dass die Linear -Elemente zwischen je zwei Paaren 
unendlich naher entsprechender Puncto gleich werden; dieses aber läfst 
sich leisten mit Hülfe des schönen von Gaufa in der berühmten Abhand- 
lung über krumme Flächen aufgestellten Satzes: dafs bei der Biegung 
einer Fläche das Maafs der Krümmung in jedem Puncto (d. i. der Zahlen- 
werth des geometrischen Mittels aus den Krümmungen der beiden Haupt- 
schnitte in diesem Puncto) unverändert bleibt. Der dort (in §. 12.) ge- 
gebene Beweis dieses Satzes gründet sich auf den Umstand, dafs der Aus- 
druck des Krümmungsmaafses lediglich von den Coefficienten E^ F, G in 
dem allgemeinen Ausdrucke des Linear- Elementes abhängt, woraus der 
Satz unmittelbar folgt, da die Werthe von E, F, G^ dem Begriffe der Bie- 
gung zufolge, durch diese nicht geändert werden können. Ungeachtet der 
Satz hiernach als bekannt vorausgesetzt werden könnte, halte ich nicht für 
überflüssige noch einige Erläuterungen desselben mitzutheilen. 

Man kann sich zunächst von dem eben genannten Satze sehr 
leicht auf geometrischem Wege Rechenschaft geben, wenn man die Be- 
ziehung zwischen dem Flächenraume einer sphärischen Figur und dem 
Umringe ihrer Polarfigur zu Hülfe nimmt, welche bereits in der' Demon- 
stratio et ampUficatio nova etc. von Jacobi bei einer anderen, jedoch 



18. Minding, Ober Abwickelung der Flächen. 371 

diesem Gegenstande verwandten Untersuchung (Band 16. S. 344) so er- 
folgreich angewendet worden ist. Zu diesem Ende mufs man auf den 
Grundbegriff des Krümmungs-Maafses zurfickgehen, wie er sich in den 
Disquisitiones generales circa superficies curtas aufgestellt findet. Wer- 
den nämlich die Puncte einer Kugel vom Halbmesser = 1 denen einer 
krummen Fläche so entsprechend gesetzt, dafs in entsprechenden Puncten 
die Normalen beider Flächen einander parallel seien, so ist einleuchtend, 
dafs jeder auf der Fläche gezeichneten Figur eine bestimmte Figur auf 
der Kugel entspricht. Sind nun tv und to' zwei einander entsprechende 
unendlich kleine Elemente der Fläche und der Kugel, so heifst das Ver- 

u>' 
hältnifs ihrer Inhalte, nämlich der Quotient — , das Krflmmungsmaafs der 

Fläche, für irgend einen Punct des Elementes tv. Dafs bei der Biegung 
der Fläche der Inhalt ihres Elementes tr ungeändert bleibt, ist klar; man 
kann aber auch leicht zeigen, dafs der Inhalt von ta' ebenfalls nicht ge- 
ändert wird. Denkt man sich nämlich die Spitze einer n kantigen Ecke 
im Mittelpuncte einer Kugel, so schneiden die Grenzflächen der Ecke auf 
der Kugelfläche ein Vieleck a ab, dessen Polar- Vieleck ß beifsen mag; 
alsdann ist bekanntlich: Umring von a + Inhalt von /i = 4 Rechten. 
Wenn n gröfser ist als 3, so ist die Ecke biegsam; bei der Biegung wird 
aber der Umring von a, folglich auch der Inhalt von ß nicht geändert. 
Diese Bemerkung läfst sich sofort auf die Biegung krummer Flächen an- 
wenden. Denn im allgemeinen kann ein beliebiger Punct innerhalb des 
Elementes w als Spitze einer durch dieses umliegende Element gebildeten 
Ecke von unzählig vielen Kanten vorgestellt werden, in welcher die Summe 
der Kanten Winkel, also der Umring des sphärischen Polygons a^ unend- 
lich nahe vier Rechte beträgt. Alsdann ist offenbar der Umring des vorbin 
mit tr' bezeichneten Elementes der Kugelfläche die Polarfigur zu a^ weil 
die durch diesen Umring gehenden Halbmesser den im Umringe von tr ge- 
zogenen Normalen der Reihe nach parallel, oder auf den Grenzflächen der 
Ecke tv der Reihe nach senkrecht sind; da nun die Biegung der Ecke w 
den Umring von a nicht ändert, so ändert sie auch den Inhalt von u>' 
nicht; w. z. b. w. 

Nicht so einfach läfst sich der in Rede stehende Satz durch Rech- 
nung aus der Formel für das Linear -Element herleiten. Da jedoch ge- 
genwärtige Untersuchung wesentlich von dieser Formel ausgeht, so darf 

48* 
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der Zasammenhang des Satzes mit ihr nicht unbeachtet bleiben; ich gebe 
daher noch folgenden analytischen Beweis, welcher sich von dem in ge- 
nannter Abhandlang über kramme Flächen geführten in so fern nnterscheidet, 
als hier nur rechtwinklige Coordinatcn gebraucht werden sollen. 

Es seien x, y, & die Coordinaten der Fläche A^ x\ y\ z^ die 
von By und 

1. dz = tdx + udy, dz' = t'dx'+u'dy\ 
Indem man vorläufig annimmt, dafs A auf B abwickelbar ist, oder dafs sich 
Xy y' durch x, y so ausdrücken lassen, wie es die Gleichung 

2. dx' + dy^ + dz" = dx'^ + dy'^ + dz'^ oder ds^ = ds'^ 

fordert, seien die Werthe der Differentiale von x', y\ z' in x und y 
folgende : 

3. dx' = adx+a'dy^ dy' = bdx+ b'dy, dz' = cdx+c'dy. 

Daher ist auch c = at'+bu'y c' =^ a't'+b'u', oder, wenn man folgende Be- 
zeichnungen einführt: 

A = bc'-b'c, B = ccl-da, C=ati-clby 

so ist C/' = -^, C%l = -B, ^Hß'+C^ = C'(l+<''+f<"). Wird ferner 
gesetzt £ = l+/\ F=^lUy 0=1+««^, so kommt: 

4. d%^ = £rfa?'+2JFrfa?rfy+Grfy^ 

Auch ergiebt sich aus den Gleichungen (2.), (S.)) (4.), dafs 

5. aH6Hc^ = £, ad^bV^cd^F, a'H 6'^ c'^ = G, 

folglich ^^ + B' + C' = £G"-F' = l+<'+f«%- und 

6. (r(i+«''+o = l+/Hfl^ 

iMan setze ferner: 

da =adx—a' dy, db =^ ßdx+ß' dy, de =ydx-{'y dy, 

da' = a'dx + a"dy, db' = ß'dx + ß"dy, de' = y'dx + fdy, 

mithin : 

d'y' = ßdx^'V2ßfdxdy + (¥'dy^ + bd'x+b'd'y. 
Da es frei steht, x' und y als unabhängige Veränderliche zu betrachten, 
so setze man vorstehende Werthe von d^x und d^y gleich Null, und ent- 
wickele d^Xy dy; man erhält: 

Cd'x = [a'ß''b'a)dx^ + 2{a'ßr-b'a')dxdy'\'{aß"-b'a")dy\ 
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Ferner ist «Ta' = ydx' + 2y'dxdy + y"dy^ + cd'x + c'd'y; oder, wenn 
man fär d'x, d'y ihre vorigen Werthe setzt und folgende Abkürzungen 
einfahrt, 

D = Aa-\^Bß-^CY, /)' = ^ a'+ ß/3'+ Cy', D" = A a"+ Bß"+ Cf, 
so kommt: 

7. C^i' = Ddx' + 2D'dxdy + D"dy\ 

Man kann aber d*»' noch auf andere Weise ausdrücken. Denn es sei 

dt' = rdx'+ U'dy', du' = U'dx'+ V'dy', 
so folgt: 

8. <fa' = rdx'^ + 2U'dx'dy'+V'dy'^. 

Durch Vergleicbung der Werthe von d^s' aus (7.) und (8.) ergiebt sich, 
mit Rücksicht auf (3.), 

C{Ta'' + 2U'ab+V'b'') = D 
C{Taa'-\-U\ab'+ah)-{-rbb') = D' 
C{Ta"+2U'a'b'+V'b") = D" 
und hieraus folgt: 

9. C*{TV'-U'U') = DD"-D'D'. 
Durch Entwicklung erhält man, vermittelst der bei (7.) angegebenen Werthe 
von D, D', D", 

DD"-D'D' = (^»+B'+C';ä-8I-93-S, 
wo 

ft = aa"-irß(¥'-\-yY"-a'a'-ß'ß'-Y'r', 
31 = (By- Cß)(By'- Cß")-iBr'- Cß'}\ 
Sd = iCa-AY)iCa"-Ay")-iCa'-A/)\ 
S = {Aß-Ba){Aß"-Ba")-{Aß'-Ba')\ 
Nimmt man von den Ausdrücken 

o' +6' +c* = 1+/', 
aa'-\-bb'+cc' = tu, 

die Ableitungen nach x und nach y, so kommt: 

aa +bß +cy = tT, a'a +b'ß +c> = uT, 
aa' + bß'+cf = tu, a'a' + b'ß' + c'y' = uU, 
aa"+bß"+cy" = tV, a'a"+b'ß"+cy' = «F. 
Aus den beiden ersten dieser Formeln ergiebt sich durch Elimination von ;': 
Ba—Aß = (cu—c't)T; auf ähnliche Weise werden überhaupt folgende Glei- 
chungen erhalten: 
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Ba -Aß = {cu-c't)T, 

Ba'-Aß' = (eu-c't)U, 

Ba"-Aß" = (cu-c't)V, 

aus welchen sich der Werth von (S ergiebt; eben so findet man 9{ und $; 

es ist nämlich: 

21 = (au-a'tfiTV-lP), 

SB = (bu-b'tyiTV-U% 

(S. = icu-c'tf(TV-U% 
und mithin: 

Sl + SB + S = -{e+u')iTV-^V'), 

Ferner wird durch leichte Beductionen erhalten: 

dx dy 

und da noch 

A^ + ß'-^C^ EG-F' = i+e+u'; 
so folgt 

DD^^D'D' = TV-UU, 

also, wegen (9.), 

c{Tr-iru) = TV-UV, 

Aus (6.) und der vorstehenden C eliminirend, findet man: 

10 TV-U'U' _ TV--UU 

welche Formel den zu beweisenden Satz enthält, weil ihre beiden Glieder 
die Krflmmungsmaarse der Flächen B und A ausdrücken. 

Soll demnach die Gleichung (2.) bestehen, so mufs zwischen x^ y, 
x'^ y' die Gleichung (10.) Statt finden, aus welcher man sich nämlich z und 
z' mittelst der Gleichungen beider Flächen, der Einfachheit wegen, wegge- 
schafll vorstellen kann. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden; nämlich die Gleichung (10.) 
besteht entweder identisch oder nicht. 

Erster Fall. 

Da in der Gleichung (10.) auf der linken Seite nur x' und y\ auf 
der rechten nur x und y vorkommen, so kann sie nur dann identisch be- 
stehen, wenn sowohl der Werth des links stehenden Gliedes unabhängig 
von x\ y'y als der des rechts stehenden unabhängig von x, y ist, also mit 
anderen Worten, wenn die Krflmmungsmaafse beider Flächen unveränderlich 
und einander gleich sind. Es soll nun gezeigt werden, dafs zwei Flächen 
von unveränderlichen und beiderseits gleichen KrQmmungsmaafsen immer auf 
einander abwickelbar sind. 



18. Minding, über Abwickelung der Flächen. 375 

Nämlich der Ausdruck des Linear-Elementes auf irgend einer krum- 
men Fläche: 

ds^ = Edp' + 2Fdpdq+Gdq^ 
läfst sich durch schickliche Wahl der Veränderlichen p, q immer so um- 
gestalten , dafs darin £ = 1 und F = werden. Dies kann allgemein 
dadurch erreicht werden, dafs man p und q Polar- Coordinaten auf der 
Fläche bedeuten läfst, nämlich p die Länge einer kürzesten Linie auf der 
Fläche von einem festen Anfangspuncte A, und q den Winkel, welchen 
die Tangente an p^ in ^^ mit einer beliebigen, der Berflhrungs- Ebene in 
A parallelen Anfangs- Richtung bildet. Setzt man noch 6 = 9% so wird 

ds^ =^ dp'^+cp'^dq'^. Nun ist aber allgemein -j^-f&y = 0, wo k das 

Krümmungsmaafs bezeichnet; also ergiebt sich, wenn k unveränderlich^ 

/irr A 

da noch für /> = 0, y = und -^ = 1 werden müssen, y = — ^ . sinp)/&, 

wie bereits im 6ten Bande dieses Journals, Seite 161, bemerkt worden ist. 
Fär ein negatives k verwandelt sich dieser Ausdruck auf die allgemein be- 
kannte Art in einen hyperbolischen Sinus. 

Demnach erhält man für das Linear -Element einer Fläche von un- 
veränderlichem Krümmungsmaafse (&} die Formel: 

ds^ = dp'^ + (—7r-smp^kjdq^. 

Für eine zweite Fläche von demselben unveränderlichen Krümmungsmaafse 
ergiebt sich auf gleiche Weise, wenn p' und q ähnliche Bedeutungen haben, 
wie p und q, 

ds'' = dp^' + {^smp'ikjdq'\ 

wobei der Mittelpunct, von welchem die durch p' bezeichneten kürze- 
sten Linien ausgehen , willkürlich bleibt. Setzt man nun p = p\ und 
q = 9'-}-const. , so erhält man für entsprechende Puncto gleiche Linear- 
Elemente; w. z. b. w. 

Folglich lassen sich überhaupt zwei Flächen von gleichem unver- 
änderlichem Krümmungsmaafse auf einander abwickeln, und zwar auf un- 
endlich viele Arten, indem man zwei beliebige Puncto der einen zweien 
beliebigen der anderen entsprechend setzen kann, wenn nur die Längen 
kürzester Linien auf den Flächen, zwischen beiden Paaren von Puncten, 
einander gleich sind. Hieraus fliefsen folgende Zusätze: 
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Jede Fläche, deren Krflmmungsmaars gleich Null, ist eine Biegung 
der Ebene; — wie bekannt. 

Jede Fläche, deren KrOmmungsmaars (Ar) unveränderlich und positiv, 

lässt sich auf eine Kugel vom Halbmesser -^ abwickeln. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um über die Flächen von unverän- 
derlichem Krfimmungsmaafse einige Bemerkungen einzuschalten. Die Auf- 
gabe, alle Flächen genannter Art zu finden, erheischt die Integration der 

Gleichung: /^ . jT. ^y = k, oder: 

*!• S-0"-(d^y = *tl+(S)+(5^)T- 
Diese Integration ist bis jetzt, ausgenommen für & = 0, nicht geleistet worden. 
Inzwischen kann, in Rflcksicht auf die geometrische Bedeutung dieser Diffe- 
rential-Gleichung, die Aufstellang eines beschränkten Falles ihres Integrals 
von einigem Interesse sein ; man gelangt dazu am leichtesten durch Einführung 
von Polar-Coordinaten. 

Setzt man nämlich a: = rcosv^^ y = rs\ntff, so folgt: 

dr = cosrpdx + sintpdy^ rdip = —sinyjdx + costpdy. 
Ferner sei dz = td& + udy = mdr + nd% mithin 

AB AB 

f = ift COS v^ sin v, II = m sin V' H — cos % 

und noch: 

dm = fidr + v dtp^ dn = vdr+Q dtp. 

Hieraus folgt: 

(fz = Tdx''+2Udxdy + Vdy^ = udr' + 2vdrdip + Qd^'' + md:'r+n(Pyf. 

Nun ist aber 

xdx+ydy = rdr, dx^ + dy^ = dr^-\-r^d%fj'^^ xdy — ydx=^r^d\ff; 
woraus durch Differentiation, d^x = 0, d^y =: gesetzt, leicht erhal- 
ten wird: 

dr = rrfv^, rdtff^ — 2rfrrfv^. 

Demnach ist 

dz = iLidr'^-{'2(y-—^drd^f + {Q+mr)dtf/^. 

Vergleicht man diesen Werth von dz mit dem vorigen: 

Tdx'+2Udxdy + rdy'; 
so folgt, weil jener durch Einsetzung der Werthe von dr, d\p, in diesen 
übergehen mufs: 
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Da zugleich l + '^+w^ = l + »»^ + -i- ist, so verwandeil sich durch Ein- 
führung der Polar -Coordinaten r und ip die Gleichung (11.) in folgende^ 
in welcher m, n, fi^ v, q durch die ihnen gleichgeltenden Ableitungen er- 
setzt sind: 

d^z/d^z d&\ / d'a 1 dz \^ 
19 dr^^dtp är/ \drdyj r ' dxfj ^ _ , 

Diese ist zwar noch verwickelter als (11.)^ l^f^t aber den oben erwähn- 
ten beschränkten Fall des Integrals leichter wahrnehmen. Man setze 
nämlich 

-i — = constans = A, 
dtp ' 

so verwandelt sich vorstehende Gleichung in folgende, worin noch zur 
Abkürzung u für \j-J geschrieben worden ist, nämlich 

^^dr r' . , dM 2h' ^. u Ä* ' 



-rrr = lf oder ^ — _ = 2&rjl+fi + ^ 



r'jl + « + ^] 
Diese Gleichung wird leicht integrirt; man erhält: 

wo a eine Constante; und hieraus ergiebt sich, mit Rücksicht auf die Be- 
deutung von u, folgendes Integral der Gleichung (12.): 

13. dz = Arfv; + |/(--i^-l-^)rfr, 

in welchem h und a willkürliche Constanten sind. Die hierin enthaltenen 
Flächen sind, wenn ä = 0, Umdrehungs- Flächen«) überhaupt aber entste- 
hen sie durch Bewegung einer unveränderlichen ebenen Curve, deren Glei- 
chung erhalten wird, wenn man in vorstehende Formel difj = setzt, 
und z als Abscisse, r als Ordinate betrachtet. Diese Curve schneidet im 
Allgemeinen die Axe z nicht, weil für r = die Gröfse unter dem Wur- 
zelzeichen negativ wird; Ausnahmen finden Statt, wenn A=^0, und fer- 
ner, wenn zugleich h nicht Null, k negativ, und a = ist. Die Curve er- 
zeugt die Fläche auf ähnliche Art, wie die gerade Linie die Schrauben- 
fläche, nämliqh durch Drehung um die Axe z, während zugleich alle ihre 
Puncto eine mit z parallele gemeinsame Bewegung haben. Zur näheren 
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Uoirnchlung unterscheide man zwei Fälle, je nachdem k positiv oder ne- 
gativ ist. 

A. Es sei k positiv^ so kann zur Abkürzung sofort A=l gesetzt 
worden. Da j^tzt auch a positiv sein mufs., so erhfilt man. a^ statt a schrei- 

bond, aus (13.), wenn noch R — ±\\ , _ , »'"'V S^^^*^^ wird, 

14. dz = hdip + Rdr. 

Hieraus erhält man für das Linear-Element: 

ds' = {r'+h'')dyj'' + 2hRdrdyj + {R'+i)dr\ 
oder: 

Nun sei 

so verwandelt sich der Werth von ds^ in 

ds^ = sinp^dq^+dp^. 
Unter den in der Formel (14.) enthaltenen Biegungen der Kugel be- 
findet sich auch diejenige, welche bereits im 18ten Bande Seite 367 gegenw. 
Journals dargestellt worden; man erhält sie durch die Annahme h = 0. 
Wird noch a=l gesetzt, so ergiebt sich der Ausdruck der Kugel, näm- 
lich x = sin/>cos7^ y = smps\nq, z=^cosq. Die Vergleichung dieses 
Ausdrucks mit den Formeln (15.) zeigt aber, dafs die Gleichung (14.), 
wenn man den Fall A = ausschliefst, nur die Biegung eines gewissen 
Theils der Kugelfläche darstellt, oder um es deutlicher auszusprechen: 
wird die in (14.) enthaltene Fläche auf die Kugel abgewickelt, so bedeckt 
.^io eine Zone der Kugel zwischen zwei parallelen, zu bestimmten Wer- 
Ihon von p {p' und .t— j»'} gehörigen Kreisen. Diese Bedeckung wie- 
(Irrholt sich unaufhörlich, indem die Fläche unzählige Windungen macht. 
Die Grenzen jener Zone findet man durch Auflösung der Gleichung /{^=rO, 
Nvelohe den kleinsten zulässigen Werth (r) von r liefert; es ist nämlich 

/•• - { I (/*• iV + i ^h' + 1 - a^V-) - A'-tln^ . Man beweist leicht, dafs 

immer r'' <Z «* ist : der W' erth von r wächst mithin von r' bis a und 
nimmt dann wieder von a bis r' ab; man erhält weiter den Werth von 
// durch Einsetzung des Werthes r von r In (15.). Die Curve, durch 
deren Bewegung die Fläche J4.) erzeugt wird, ist in der Gleichung 
ii^-ltdr enthalten: sie besteht, genau genommen, aus unzähligen con- 
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grucnten Bogen, die einander in den Puncten, wo r = r\ berühren; man 
braucht aber nur einen derselben zu betrachten. Ein solcher Bogen ist 
gegen die Axe z hohl, in seinen Endpuncten, wo r = r\ senkrecht auf s^ 
und in der Mitte, wo r = a, parallel mit z; seine Gestalt bietet übrigens 
keinen dem Anblick auffälligen Umstand dar. Er erzengt die Fläche durch 
Drehung um die Axe z und gleichzeitige mit z parallele Fortrückung. 

B. Ist k negativ, so setze man & = —!, Ä = ±l^(-Tr-; »■— l); 

alsdann ergiebt sich aus ^13.) 

17. dz = hUxp + Rdr. 

Hieraus folgt, dip-r t,c t = dt gesetzt: 

ds"" = {r' + h')dt' + y '*''^'"' 



FOhrt man noch e' = r^ + a ein, so verwandelt sich vorstehende Gleichung 
in folgende, nämlich: 

Diese Gleichung enthält drei verschiedene Fälle, je nachdem A^ — a positiv. 
Null oder negativ ist; ich will jedoch, die Aufzählung derselben überge- 
hend, nur die Umdrehungs - Flächen von unveränderlichem negativem 
Krümmungsmaafse hervorheben. Setzt man nämlich in vorstehenden Formeln 
A = 0, so erhält man, noch ±ä^ statt a schreibend: 

Nimmt man zuerst a^ mit positiven Vorzeichen, und setzt r = a®in(p 
(ich bezeichne die hyperbolischen Functionen auf die von Hrn. Prof. Guder- 
mann in diesem Journal vorgeschlagene Artj, so kommt folgender Ausdruck 
der Fläche, worin, wie gewöhnlich, r = }^(a;^ + y") gesetzt ist, nämlich: 

r = a@iny, z = /±}^[i — ä^^oi(p^)d(p. 

Hier mufs ä^ <C 1 sein. Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve, 
die aus unzähligen congruenten Bogen, etwa wie DAE^ EBF, ...., be- 
steht, um die Axe zz. i^Fig. 16. j 

Nimmt man a^ mit negativem Vorzeichen« und setzt r = a(S.oi(py 
so kommt: 

r = a{&oi(p, z = /±)/(l-a'©iny'^jrfy. 

Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve aus Bogen wie EBCy 
CDGy .... um die Axe zz. (Fig. 17.) 

49» 
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Nimmt an a = 0, und setzt — = {&oiq)f so kommt: 

Die Fläche entsteht durch Drehung einer Curve wie .,,CBE,., (Fig. IS.) 
um die Axe «a, der sich die Curve asymptotisch nähert. — Die Bogen 
dieser Curven werden der Reihe nach, von den Puncten A, B, B an 
gerechnet, dargestellt durch y, 9), logKo8(p. ' 

Alle diese Flächen vom Krummungsmaafse —1 müssen auf einander 
abwickelbar sein; dessenungeachtet ist es schwierig, ihre Linear-Elemente 
sämmllich auf die Form ]^[dp^ + (Bixip'^dq^) zu bringen^ die sich zwar 
bei der ersten leicht ergiebt, die man aber bei allen erhalten mufste, 
wenn man ihre Coordinaten durch die Längen (p) kürzester Linien aus 
einem gemeinsamen Anfangspuncte, und den die Anfangsrichtung der p be- 
stimmenden Winkel q ausdrücken könnte. Allein die Entwickelung end- 
licher Formeln für kürzeste Linien und deren Längen, in Coordinaten, 
führt hier auf sehr schwierige Differentialgleichungen, was nicht befremden 
kann, da derselbe Fall schon bei den Biegungen der Ebene der gewöhnliche 
ist. — Jetzt zur Haupt-Aufgabe zurück. 

Zweiter Fall. 

Die Gleichung (10.) bestehe nicht identisch, also die Krummungs- 
maafse der Fläche A und ß seien nicht unveränderlich und gleich. Man 
denke sich jetzt allgemein die Coordinaten von A durch die Hulfsgröfsen 
Pj q, so wie die von B durch p\ q ausgedrückt, und setze, wie bisher., 
die Linear-Elemente gleich, nämlich 

18. Edf + 2Fdpdq^Gdq' = E'dp'' + 2Fdp'dq'+ G'dq'\ 
Ferner entwickle man die Krummungsmaafse k = /"(/?, q). k' = (p {p\ q)t 
so sind f und cp bekannte Functionen, und die in (10.) enthaltene Bedingung 
k = k' ffiebl: 

19. fip^q) = q>{p\q'). 
Soll diese Gleichung zulässig sein, so darf sie der nothwendigen Annahme, 
dafs py q, p\ q sämmtlich veränderlich sind, und dnfs p von q^ so wie 
p' von q unabhängig ist, nicht widersprechen, wie z. B. der Fall sein 
würde, wenn die eine Seite der Gleichung constant, die andere veränder- 
lich wäre. Von Fällen solcher Art abgesehen, in denen sofort die Un- 
möglichkeit der Abwickelung einer Fläche auf die andere folgt, drückt 
die Gleichung (19.) eine erste Relation zwischen den Argumenten der bei- 
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derseitigen entsprechenden Puncte aus. Um die zweite zu erhalten , voraus- 
gesetzt dafs sie vorhanden ist, difFerentiire man (19.); es sei 

20. dk = mdp + ndq = m'dp + n'dq, 

in welcher Gleichung also nicht zugleich m und n, oder m' und n Null sein 
können. Es sei ferner 

21. dp' = adp+a'dq^ dg' = ßdp + ß'dq, 
mithin auch 

22. [ßa-ß'a)dp = -ß'dp + a'dq', (ßa'^ß'a)dq = ßdp'-adq 

und 

1 m'a -}- nß = m, »i'a'+ nß' = n, 

23- \^na + ma'^ [ßa'^ß'a)n\ nß-mß' = {ßa'^ß'a)m\ 

Setzt man die Werthe von dp\ dq' aus (21.) in (18.), so ergiebt sich 

E'a" + 2 Fa ß + G'/9^ = E, E'a'' + 2 Fa'ß'+ G'ß" = ö, 

E'aa'+F'(aß'+a'ß) + ffßß' = F. 

Hieraus folgt zuerst wie bekannt: 

'24. iE'G'-FF){ßa'-ß'ay = EG-FF. 

Werden ferner vorstehende Werthe von E, G, F in dieser Ordnung mit 
w% m^, — 2nm multiplicirt und die Producte addirt.» so kommt: 

E'{an-amf + 2F{an-a'm){ßn-ß'm)-+G\ßn-ß'my 

= En''-2Fmn+Gm\ 

und diese Gleichung giebt, wegen (23.) und (24.) folgende: 

En'-2Fnm + Gm' __ E'n''-2Fn'm'+&,n *' 
; EG- FF " EV'-FF ' 

aus weicher die unbekannten Gröfsen a^ «', ß, ß* verschwunden sind. 

Diese Gleichung drückt, wenn sie nicht identisch besieht, die gesuchte 

zweite Relation zwischen den Argumenten entsprechender Puncte aus. 

üeber ihre vorläufige Zulässigkeit gilt dieselbe Bemerkung, wie bei (19.). 

Man bemerke noch, dafs weder der Ausdruck En^ — 2 Fnm + Gm^ , noch 

der ähnliche auf der rechten Seite, jemals Null sein kann, wie leicht zu 

sehen. Es sollen nun zwei Fälle unterschieden werden, je nachdem die 

Gleichung [2b.) identisch besteht, oder nicht. 

A, Diese Gleichung bestehe identisch, entweder unmittelbar oder 

in Folge von (19.\ Multiplicirt man beide Seiten von (25.) mit denen von 

(18.), und zieht von den Producten die Quadrate beider Seiten von (20.) ab. 
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so kommt (g« - Fmydp' + 2(En - Fm)(Fn - Gm)dpdq + (Fn - Gmy dg' ^ 

einem ähnlichen Ausdrucke in p', q\ E\ ti, etc., also auf beiden Seiten 
vollständige Quadrate; mithin nach Ausziehung der Wurzeln: 

(^En'-Fm) dp + (Fn-'Gm)dq _ (E'n'—Pm')dp'+ (Fn'— G'm')dq' 
/(EG — FF) " " ~~ V(E'G'-FF) ' 

oder, wenn man folgende Abkürzungen einführt, nämlich: 

_ E F_ G 

^ ~ J^EP.n^ EPEP\'^ / "" */rEPa—EPEP\ ^ 9 



}/(EG-FF) ' ' V(EG-FF) ' ^ "" V(EG-FF) ' 

. ^ _ c'^_ __f: ,_ _^: 

^ "■ ViE'G'-PP) ' ' }/(EG'—FF) ' 9 - yf^KG'-FF') ' 

SO kommt: 

26. [en-fm)dp + {fn-gm)dq = {eV-fm')dp'+{fn-g'm')dq\ 

Da die Gleichung (25.) identisch besteht, so mufs vorstehende, die nie 
identisch sein kann*}, die zweite der gesuchten Relationen enthalten; sie 
mufs also, mit Zuziehung der Gleichung (19.) integrabel sein. Hierzu ge- 
hört eine Bedingung, welche sich folgondermaafsen finden läfst. Nämlich 
man eliminire aus (26.) zunächst dp und dg' vermittelst ihrer Werthe (20.) 

, dk—ndq , , dk — n'dq* 
dp = -^ dp = j— ^, 

80 kommt eine Gleichung von der Form: 

Kdk-Qdq+Q'dq = 0, 

in welcher ist: 

j^ en — fm e'n' — f'm* 

MX = • 

m m' 

^_ en'-^Zfmn + gm ^ ^, _ cV*— 2fw'm' + ^'m'* 



Die Gröfscn K, Q, Q' enthalten aufser q und q auch noch p und p\ 
welche man sich vermittelst der Werthe k — f{p,q)^ * = ^(P^9') weg- 
geschain denken kann, so dafs in obiger DiiTerentialgleichung nur k^ q^ q' 
vorkommen. Diese Gleichung wird mithin integrabel sein, wenn folgende 
Bedingung erfüllt wird: 



*) yollte die Gleichung (26.) in Folge von (20.) identisch bestehen, so müfste 

r /. • f o. f i*f < . • f . • 1 ^^ fWl fn Olli 

en — tmifn — gmiern'^rmifn'—g'm! = m:n:m!:n' sem; also = — = — , 

oder en' — 2/'mn-f gm^ = 0, was nicht möglich ist. 



'i 
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Die partiellen Ableitungen sind hier unter Voraussetzung der vorangegangenen 
Elimination von p und p' genommen, welchen Umstand der oben angebrachte 
Querstrich anzeigen soll. Um diese Voraussetzung zu beseitigen, bemerke 
man, dafs p' und q in Q nicht vorkommen, daher man hat: 

^^ = -d^'^P + 'd^'^^^ 
oder fOr dp seinen obigen Werth setzend: 

dQ dQ 
m—. n 



Daher ist 






m — ;; n 



iÖ^J_.d0 dQ ^ d g dp ^^A 

dk m dp '' dq ~ m ^ d^ 



Auf gleiche Weise folgt: 



tn —r-. — n 



dk ~ m dp^ '^ dcf ~ m* ^ dq ~' * 

Ferner sei zur Abkärzung ^^ — /^ _ ^ _?_?_r".L^ = ^' n]so K=A—A' 
wo A kein p'^ 9'^ und Ä kein p^ 9 enthält. Man hat daher 

oder 

dil dil dA' dA' 

m-z n—r m-r-. — n' 



^m dp m* dp' ^ m ^ m' ^ ^ 

mithin 

dA dA dA' dA' 

fn—, n-T- -777 m'—r-, — n' 



dK _ dq dp dK dq' dp' 



dq m ' dq' m' 

Demnach erhält die Gleichung (27.) folgende Gestalt: 

O^jrfO' ,dA^_ ,dA^\ __ 0^ \dQ dA dA\ 
m'ldp''^^ dq' ^ dp') ~ m idp'^^dq''^ dp\' 

oder wenn man setzt: mQ = en^ — 2 fnm + gm^ = f/, und m' Q' 

t r\^) , ,dA'^ ,dA'[ i rw , dA dAl 

Man bezeichne zur Abkürzung die eingeklammerten Ausdrücke links und 
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rechts durch S' und S, und setze noch Am = en'-fm= V: so kommt: 

2 o dU widm , / dV wr dm\ f dV j.dm\ 
m.S = m—, t/-i — \-[m—i V-y-jm — ym—, } —. )n. 

dp dp ^ dq dq y - dp dp / 

Wird dieser Ausdruck, in welchem U =^ eh' — 2fnm + gm^ ist, gehörig 

entwickelt, und dabei die ' Bedingung -j— "= -j- beachtet, so beben sich 

alle Glieder auf, die nicht durch m^ theilbar sind, und man erhält, auf beiden 
Seiten m^ weglassend, folgenden Werth: 

o _ d(en — frn) d(fn — mg) 
"" dq dp 

Auf gleiche Weise ergiebt sich S', und die Bedingung ;27.} wird mithin 
US'-U'S = 0, oder weil nach (25.) U:U' = ]/{EG-FFj:]/(E'G'-F'F') 

ist: 

d{e n — fm) d(fn — mg) d(e'n* - f'm') d (f'n' - m'g') 

2g ~ < iq dp _ dq' dp' 



V(EG — FF) V(E'G' — FF) 

Die Herleitung dieser Formel schliefst zwar den Fall, in welchem m = 0, 
eigentlich aus; aber die Formel selbst erleidet dadurch keine Einschrän- 
kung. Die durch sie dargestellte Bedingung mufs identisch erfüllt werden, 
entweder unmittelbar, oder in Folge von ;19.j, wenn die Gleichung ^26.,, 
mit Zuziehung von [19.]^ sich durch eine Gleichung zwischen p, q^ p\ q* 
soll integriren lassen. Da die linke Seite blofs p^ q, die rechte blofs p\ q' 
enthalt, und man sich p durch k und q, p* durch k' und q ausgedruckt vor- 
stellen kann, so sieht man, dafs diese Gleichung nur dann eine Folge der 
Gleichung k = k' sein kann, wenn ihre linke Seile auf eine blofse Func- 
tion von k, und die rechte auf dieselbe Function von k' zuräckfuhrbar ist. 
Besteht aber die Gleichung ^28.) identisch, so ist auch (26). mit Zuzie- 
hung von (19.), durch eine Gleichung zwischen p, Q, p\ g' niit einer will- 
kürlichen Constante integrabel. Alsdann sind auch die Flächen auf einan- 
der abwickelbar; denn addirt man die Quadrate der Gleichungen (26.) 
und (20.), so ergiebt sich, mit Beachtung der identischen Gleichung (25.), 
die Gleichheit der Linear- Elemente (18.), wie erforderlich. Die Abwicke- 
lung ist in dem gegenwärtigen Falle auf unzählig viele Arten möglich; 
denn wegen der willkürlichen Constante in dem Integrale von v26.) kann 
im Allgemeinen, wenn man sich auf den Flächen A und B zwei Curven 
gezeichnet denkt, in deren Puncten unveränderliche und beiderseits gleiche 
Krflmmungsmaafse Statt finden, ein beliebiger Punct der ersten einem be- 
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liebigen der zweiten entsprechend gesetzt werden, durch welche Annahme 
dann die Constante bestimmt wird. 

Um ein Beispiel zu geben, seien die Schraubenfläche und die Um- 
drehungsfläcbe der Kettenlinie durch folgende Gleichungen gegeben : 

X = qcospy y = qsmp, » = bp, 

X = g'cosp', y = qsinp\ eog(^) = ^• 
Die Gleichsetzung der Linear-Elemente giebt zunächst: 

ib'+q^)dp' + dq' = q»dp'' + -f^- 

Die Krömmangsmaafse sind ..,, ,., und — ^; aas ihrer Gleichselzung 

folgt: 

^Ipl. =.^ und JZ^ = «W. 
b a b a 

Die Bedingung (27.) wird hier, da m = 0, m' = 0, » = -f-9 »' = — ge- 
setzt werden können, (denn es ist einleuchtend, dafs man in (19.) fär k 
auch irgend eine Function des Krümmungsmaafses nehmen darf): 

sie ist, wie mau sieht, mit der vorigen Gleichung unverträglich, wenn 
nicht a^ b, für a = 6 aber mit jener einerlei, nämlich q^ = gf'^— a\ 
Die Gleichung (28.) besteht alsdann identisch, indem ihre Seiten beide 
Null werden; folglich ist die Gleichung (26.) integrabel; sie ist hier: 
q |/(5f' + a^) dp = q iiq'^ — a^) dp, oder weil q^ = 7'^ — 0^1 so ist sie 
dp = ±dp'; also ±p' = j3+ consl. Folglich sind, wie schon Band 18. 
S. 365 auf andere Art bewiesen worden, die beiden oben angegebenen 
Flächen, wenn a = 6^ auf einander abwickelbar, und zwar hat man ffir 
entsprechende Functe: a^+q^z=q'^ und p^ = (p'^-c)^ 

B. Wenn die Gleichung (25.) nicht identisch besteht, so folgt auf 
dieselbe Weise, wie vorhin, die Differential -Gleichung (26.), und die Be- 
dingung der Abwickelbarkeit besteht dann darin, dafs jener vermittelst 
der endlichen Gleichungen (19.) und (25.) zwischen p, q, p\ q' genflgt 
werden mufs. Geht dieses in der That an, so sind die Flächen auf ein- 
ander abwickelbar, aber nur auf eine oder etwa einige bestimmte Weisen, 
weil die alsdann durch (19.) und (25.) gegebenen Relationen zwischen 
den Argumenten entsprechender Functe keine willkfirliche Constante ent- 

0relle*8 Joarnal d. M. Bd. XIX. Hft. 4. 50 
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halten. Einen solchen Fall würden die Biegungen des einfachen Hyper- 
boloids darbieten, welche sich nach dem S. 361 des 18ten Bandes ange- 
gebenen Verfahren finden lassen; ich will jedoch durch Entwickelung dieser 
und ähnlicher Beispiele gegenwärtigen Aufsatz nicht noch verlängern. 

Die bisher entwickelten allgemeinen Formeln vereinfachen sich sehr, 
wenn man für die Hülfsgröfsen p und p' die Krümmungsmaarse oder ir- 
gend eine Function derselben nimmt. Alsdann verwandelt sich die Glei- 
chung (19.) in p=p'; ferner wird in (20.) m==l, m' = 1 , w = 0, »' = 0; 
mithin aus (23.): 

G G' 



ferner aus (26.): 



+ 



EG — FF E'G'—FF ' 



Fdp + Gdq _ Fdp + &dq' 



V(EG - FF) V(E'&-- FF) 

Man kann in diesen Formeln noch 6=1, G' = i nehmen; alsdann sind 

q, q' Bogenlängen solcher Curven , in deren Puncten die Krümmungs- 

maafse überall gleich sind. Die vorstehenden Gleichungen werden alsdann 

E-FF= E' -FF' und ± {Fdp + dq) ^ Fdp-\- dq\ oder wenn man 

noch mit w den Winkel bezeichnet, unter welchem die Curve von constan- 

tem p die von constantem q in dem zn p, q gehörigen Puncto schneidet, 

und mithin setzt: F=^E.cosWy so erhält man aus obigen Gleichungen 

y£ . sin tt? = }/E' sin w' und }/E . sin w.dp = }/£' . sin w' . dp 

und 

±{^E, cos fD. dp + dq) = ]/ E\ cos w\ dp + dq. 

Man sieht sofort, dafs diese Gleichungen nichts anderes fordern, als die 
Gleichheit der Projectionen entsprechender Linear -Elemente nach den 
Linien von constantem Krümmungsmaafse und den auf diese senkrechten 
Richtungen, wovon die Gleichheit der Linear -Elemente eine unmittelbare 
Folge ist. Diese Gleichungen liefern mithin die Bedingungen der Ab- 
wickeibarkeit in ihrer einfachsten Gestalt; nämlich wenn die erste iden- 
tisch, und die zweite integrabel ist, oder wenn die erste nicht identisch 
ist, aber der zweiten genügt, also überhaupt, wenn man beiden durch eine 
dritte Gleichung zwischen p, q, q genugthun kann, so sind die Flächen 
auf einander abwickelbar. Dafs diese dritte Gleichung immer die Form 
±q* = q + P haben mufs, in welcher P eine Function von p, ohne g, ist, 
erhellet eben so sehr aus der Anschauung, als es sich leicht durch Rech- 
nung aus obigen Formeln nachweisen läfst, wobei ich nicht verweile. Da 
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es jedoch in den meisten Fällen grofse Schwierigkeiten finden würde, das 
Krümmungsmaafs und die Bogenlänge der Curve constanten Krümmungs- 
maafses als Argumente in den Ausdruck des Linear - Elementes einzufuh- 
ren, so schien es jedenfalls der Mühe werth, bei Aufstellung der Bedin- 
gungen der Abwickelbarkeit die Wahl der Hfllfsgröfsen p, q auf keine Weise 
einzuschränken. Aus den in dieser Absicht oben entwickelten allgemeinen 
Formein ergiebt sich, dafs die Frage, ob es möglich ist, zwei Flächen, 
deren Gleichungen in Coordinaten man kennt, auf einander abzuwickein, 
sich immer ohne Hülfe der Integral -Rechnung beantworten läfst; es rei- 
chen nämlich die Operationen des Differentiirens und Eliminirens zu ihrer 
Entscheidung durch Rechnung hin. Verlangt man aber die Art der Ab- 
wickelung, wenn solche möglich ist, näher zu bestimmen, oder die Re- 
lationen zwischen den Argumenten entsprechender Puncto aufzustellen, so 
sind nur in den Fällen Integrationen erforderlich, in welchen unzählige 
Arten der Abwickelung Statt finden, und mithin jene Relationen willkürliche 
Constanten enthalten müssen. 
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VerbeMnerungen und Zunatze im 18. Bande. 



Httiie \ti atii K(;tiluM»0(lcM§.7.: Htatt ^wie auch dnn; lies: nicht so auch dnu; diese Func* 

tloti ist "• 1 für k -;0 und =coH/ti= ,- ^ flUr Ar = 1. Sie verkleinert sich also 

beim WacbNCu dos Modulf, während u denselben Werth behält, d. h. es ist 

1 > dnu > cos/fi. 

Holh) I4<l um HdhIuNHO des §.^^2. ist hinzuzufügen: Die sechs übrigen Formeln ver- 
wandeln Hieb auf ähnliche Weise in: 
•Cdn2a | k*müa) | •(dn'ia- A'snaa) _ •(dn2o + A^sn2a)- •(dn2o- -fc^8n2o) 

*'""'^ »/(1 I AKn2a) I |/(1 *Hn2a) ' cnca- |/(i4:Ä8n2a) + v'(l-Äsn2a) 

•(dn2a | *'Hn2a) | •((ln2a-A'Hn2fl) , _ •(dn2a-}-Ar'sn2o) -V(dn2o— A'8n2g) 
""'* ' ^(i I sn2a) I •('- 8»2fl) " ' V(1+~8n'2a)-|/(l~8n2a) ' 

|/(1 I m2n)-^^(i- sn2rt) /(l + 8n2a) + ^(l-8n2a) 



•(dn2a | fc'Hn2rt) | |/(dn2«-*'Hn2o)' •(dn2a+Ä'8n2a)-|/(dn2a+*'sn2o) 

Holte Ihf) um Kndo ist binzuzunigen: Die Formel 1. kann auch auf folgende einfachere 

Weimi borgeloitct worden. Kh ist 

, ,. / , i.\ 2snosu6dnadn6 , 

cn(a fc) cn(a + 6)= . ,, , ,. und 

dn(a — 6) f dn(a -16)= , . . ^, — • ir ) ^^»^ 
^ V ' / l--/f"sn*asu'6 ' 

cn(a- 6)- on(ci | 6) . 

dn(a-6) 1 dn(tt j fc) 

DitMO Formol vorwandelt sich in I, wenn man a + b für a und a — 6 fUr 6 setzt. 

Hoito 171 sind dio Formeln 7. und 8. nicht zu numeriren, weil sie mit den Formeln 3. 
und «l UboreluHtimmon. 

St^ito an in dor Formol i:^: statt el(ii)i lies oICni). 

Soito M{\ /idio Uh statt Mm* lies Lm% und Zeile llh statt 2m]. l^ lies 2m\.t^, 

SoUo Mls /«oilo a von unten: statt j{ lies Jt^. 

St^itt^ V\AA ist in der untorston Formel auf der rechten Seite des = das Zeichen i dem 
Ausdnioke vomusotxen« 

Senile Ml^ Zeile 7 von unten: statt r = m lie$ r=^u^ und Zeile 3 von unten auf der 
re<^ht«^u Seite des lies ein, statt eU. 

S«4lt^ iUU. Zeile t^ von unten lies «weimal E* statt K\ 
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